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В статье приводится методика определения  матрицы податливости упругой втулки типа «беличье 

колесо» с прямыми стержнями с учётом скруглений пазов. «Беличье колесо» − распространённый эле-
мент упругодемпферных опор авиационных газотурбинных двигателей. Определение матрицы податли-
вости необходимо для построения математических моделей авиационных газотурбинных двигателей при 
решении задач роторной динамики.  Методика построена на основе применения интеграла Мора для ба-
лочных конструкций. Результаты, полученные с помощью разработанной методики, сравниваются с ре-
зультатами расчёта в конечно-элементном комплексе и с результатами расчёта без учёта скруглений, а 
также с результатами работ других авторов.  

 
Упругодемпферные опоры (УДО), «беличье колесо», матрица податливости, роторная динамика. 
 

Введение 
Создание математических моделей 

роторных систем, к которым относятся 
авиационные газотурбинные двигатели 
(ГТД), требует определения жесткостных, 
массовых и демпфирующих свойств эле-
ментов конструкций, находящих в их со-
ставе. Одним из распространённых эле-
ментов, применяемых в опорах авиацион-
ных ГТД, является упругий элемент типа 
«беличье колесо» [1]. Конструкции этого 
элемента бывают весьма разнообразные, 
однако довольно широкое распростране-
ние получили «беличьи колёса» с прямы-
ми стержнями с прямоугольным попереч-
ным сечением (рис.1).  

В работах [2; 3] у «беличьего коле-
са» учитывалась только радиальная жёст-
кость. Полученная в [2] формула для ко-
эффициента радиальной жёсткости «бе-
личьего колеса» получила широкое рас-
пространение в прикладных расчётах и 
была уточнена путём введения поправоч-

ного коэффициента. Дальнейшее развитие 
эта формула получила в работах [4; 5], в 
которых были получены поправочные ко-
эффициенты, учитывающие влияние дли-
ны стержней и наличие пазов скругления 
на величину радиальной жёсткости. 

 
Рис. 1. «Беличье колесо» с прямыми стержнями 

с прямоугольным сечением 
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Создание более точных математиче-

ских моделей роторных систем требует 
учёта в «беличьем колесе» не только ра-
диальной жёсткости. Поэтому возникает 
потребность описывать жёсткость элемен-
та с помощью матрицы жёсткости (или, 
обратной ей, матрицы податливости). В 
работе [6] представлена методика для вы-
вода матрицы податливости «беличьего 
колеса» с прямыми стержнями с прямо-
угольным поперечным сечением. В насто-
ящей работе эта методика совершенству-
ется путём получения матрицы податли-
вости для «беличьего колеса» с учётом 
скруглений пазов в основании стержней. 
 

Постановка задачи 
Матрица податливости «беличьего 

колеса» с учётом жёсткой заделки на од-

ном конце и свободной на другом имеет 
следующий вид: 
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где ijδ  – компонент матрицы податливо-
сти, равный величине перемещения в 
направлении i  от действия обобщённого 
единичного усилия в направлении j . 

Конструкция стержневых элементов 
в «беличьем колесе» с учётом скругления 
пазов представлена на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Конструкция стержневого элемента «беличьего колеса»: 

h – высота, b0 – ширина в центральной части, r – радиус скругления пазов, l – длина  
 

Высота стержневого элемента по-
стоянна по всей длине, а ширина меняется 
по следующему закону 

2
0

0

2 2
0

2 2 2 ,  0 ,
,  ,

2 2 2 2 2 ,  .

b r zr z z r
b b r z l r

b r zl lr zr z l l r z l r

 + − − ≤ <
= ≤ < −


+ − + − − − − ≤ < −
 

Для определения компонентов мат-
рицы податливости воспользуемся инте-
гралом Мора [7].  

 
Компоненты  

матрицы податливости 

xxδ  и yyδ  – компоненты матрицы по-
датливости, вызванные действием еди-
ничной поперечной силы в направления X 
и Y соответственно. Любую из этих по-

датливостей можно выразить через сум-
марную жёсткость стержневых элементов 
в соответствующих направлениях: 
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где n  – количество стержневых элемен-
тов. 

Отметим тот факт, что стержневые 
элементы находятся в состоянии стеснён-
ного изгиба, поэтому на конце у них за-
прещён поворот. В результате податли-
вость одного стержневого элемента под 
действием силы равна  
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где E  и G  – модули Юнга 1-го и 2-го рода 
соответственно; Ak  – коэффициент, завися-
щий от геометрии поперечного сечения; 

( )xcJ z  и ( )A z  – функции момента инерции 
относительно оси Х «беличьего колеса» и 
площади поперечного сечения.  
 

Из работы [6] известно, что 
2 2sin cosxc u i v iJ J Jϕ ϕ= + , 

где iϕ  – угол расположения стержневого 
элемента. 

Итоговое выражение для компонен-
та матрицы податливости имеет вид 
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и по аналогии 
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zzδ – компонент матрицы податливо-

сти, вызванный действием единичной 
осевой силы. Единичная сила будет рав-
номерно распределяться между отдель-
ными стержневыми элементами, поэтому 
компонент податливости равен: 
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ϑϑδ  и ϕϕδ  – компоненты матрицы 
податливости, вызванные действием из-
гибающих моментов вокруг оси Х и Y со-
ответственно. Величина поворота сечения 
«беличьего колеса» от действия единич-
ного момента вокруг оси X равна: 
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где ( )xJ z  – функция от координаты главного 
центрального момента инерции относительно 
оси Х сечения «беличьего колеса».  

Из [6] она равна: 
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i
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где iy  – расстояние от оси Х «беличьего ко-
леса» до центра тяжести i -го стержневого 
элемента. 

В итоге 
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xϕδ  и yϑδ  – компоненты матрицы 
податливости, показывающие перемеще-
ние вдоль оси Х и Y от действия единич-
ных изгибающих моментов вокруг осей Y 
и X соответственно (или, наоборот, угол 
поворота вокруг оси X и Y от действия 
единичных сил вдоль осей Y и X).  
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ψψδ  – компонент матрицы податли-
вости, равный углу поворота сечения во-
круг оси Z  от действия крутящего момен-
та вокруг него. Действие крутящего мо-
мента представляется в виде действия 
единичных усилий на стержневые элемен-
ты, равного величине крутящего момента, 
отнесённого к количеству стержневых 
элементов и радиусу их расположения. 
Перемещение одного стержневого эле-
мента под действием этой нагрузки, отне-
сённое к величине радиуса, и есть искомая 
величина податливости.  

Таким образом 
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где R  – радиус расположения центров 
тяжести стержневых элементов (одинако-
вый для всех). 

Стоит отметить, что указанные в 
выражениях для компонентов матриц ин-
тегралы рассчитываются численно с по-
мощью квадратур Гаусса [8]. 
 

Тестовый пример и проверка  
полученных результатов 

В качестве тестового примера про-
изведём расчёт матрицы податливости для 
«беличьего колеса» с параметрами, пред-
ставленными в табл.1. 

Для валидации результатов прово-
дится расчёт в конечно-элементном ком-
плексе. Конечно-элементная модель 
стержневых элементов «беличьего коле-
са» представлена на рис. 3.  

 
Таблица 1. Характеристики «беличьего колеса» 

Обозначение Описание Величина Размерность 
R  Радиус расположения стержневых элементов в УДО 78,1 мм 
l  Длина стержневых элементов 31 мм 

b  Ширина стержневых элементов 3.69 мм 

h  Высота стержневых элементов 3.8 мм 
r  Радиус скругления пазов 4 мм 
n  Количество стержневых элементов 43 – 
E  Модуль Юнга 1-го рода 2·105 МПа 
µ  Коэффициент Пуассона 0,3 – 
 

 
 

Рис. 3  Конечно-элементная модель стержневых элементов «беличьего колеса» 
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Стержневые элементы промодели-
рованы с помощью 10-узловых квадра-
тичных тетраэдрных твёрдотельных ко-
нечных элементов. С одной плоскости 
стержневые элементы жёстко закреплены 
по всем степеням свободы, а с другой свя-
заны между собой абсолютно жёстким 
элементом и сведены к центральному уз-

лу. Нагрузка модели производится через 
центральный узел.  

Для демонстрации влияния скругле-
ния пазов проводится расчёт матрицы по-
датливости по методике из работы [6].  

Результаты расчётов компонентов 
матрицы податливости различными мето-
дами представлены в табл. 2. 

 
 

Таблица 2. Результаты расчётов 

Компонент 
матрицы  

податливости 

Решение  
по приведённой 

методике (1) 

Решение  
с помощью  

метода конечных 
элементов (2) 

Решение  
по методике 

из [6] (3) 
 

Разница 
между 1 и 2 
решениями 

 

Разница  
между 1 и 3 
решениями 

 

xxδ  1,36·10-5 1,40·10-5 1,84·10-5 2,85% 35,3% 

xϕδ  1,22·10-9 1,23·10-9 1,31·10-9 0,8% 7,38% 

yyδ  1,36·10-6 1,40·10-6 1,84·10-5 2,85% 35,3% 

yϑδ  -1,22·10-9 -1,23·10-9 -1,31·10-9 0,8% 7,38% 

zzδ  2,40·10-7 2,46·10-7 2,57·10-7 2,5% 7,08% 

ϑϑδ  7,88·10-11 7,89·10-11 8,43·10-11 0,12% 6,98% 

ϕϕδ  7,88·10-11 7,89·10-11 8,43·10-11 0,12% 6,98% 

ψψδ  2,12·10-9 2,18·10-9 3,10·10-9 2,75% 46,2% 

 
 
Погрешность компонентов матрицы 

податливости, полученных по приведён-
ной методике, по сравнению с конечно-
элементным расчётом составляет не более 
3%. Разница между величинами компо-
нентов, подсчитанными со скруглениями 
и без них достигает 35% для компонентов 
радиальных перемещений и 46% − для  
поворота от действия крутящего момента. 
Расчёт радиальной податливости с учётом 
скруглений по формуле из работы [4]  
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даёт результат, отличающийся от решения 
в конечно-элементном комплексе и от ре-
шения по полученным формулам на 17%. 
 

Заключение 
В статье приведена методика для 

определения компонентов матрицы по-
датливости «беличьего колеса» с прямы-
ми стержнями с учётом скругления пазов. 
Методика строится на использовании ин-
теграла Мора для балочных конструкций 
и позволяет с высокой точностью опреде-
лять компоненты матрицы. Разница меж-
ду результатами по приведённой методике 
и конечно-элементным расчётом для ком-
понентов не превышает 3%.  

При этом разница между величина-
ми компонентов матриц податливости с 
учётом скруглений и без них достигает 
46%, что свидетельствует о необходимо-
сти их учёта. Получение матрицы по 
предложенной методике не вызывает вы-
числительных трудностей. Поэтому дан-
ная методика и матрица податливости, 
получаемая с её помощью, могут успешно 
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использоваться для моделирования опор-
ных узлов авиационных газотурбинных 
двигателей в задачах роторной динамики. 
Отметим, что на общую податливость 
«беличьего колеса», помимо стержневых 

элементов, могут влиять другие элементы 
конструкции – фланец, крепления под 
подшипник и др. В этом случае необхо-
димо проводить дополнительный анализ и 
учитывать дополнительные податливости. 
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Elastic-damping supports are widely spread in the design of aviation gas-turbine engines. These supports 

include elastic elements of the «squirrel cage» type.  A methodology of calculating the flexibility matrix for the 
«squirrel cage» with straight rod elements of rectangular cross-section with account for groove rounding is pre-
sented in the paper. Determining the flexibility matrix is essential for constructing mathematical models of avia-
tion gas turbine engines when solving problems of rotor dynamics. The methodology is based on the application 
of Mohr integral for beam constructions. The results obtained with the help of the methodology are compared 
with the results of calculations in the finite-element complex and with the results of calculation without regard 
for the rounding, as well as with results obtained by other authors. 

 
Elastic-damping supports, «squirrel cage», flexibility matrix, rotor dynamics.  
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