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Модальные испытания являются эффективным инструментом проверки и уточнения расчётных 

динамических моделей летательных аппаратов. На время испытаний объекты исследований фиксируют-
ся специальными системами упругого вывешивания. Характеристики жёсткости таких систем определя-
ются из условия, что влияние подвески на собственные тона упругих колебаний свободного летательного 
аппарата не должно превышать заранее оговоренного уровня. Поэтому считается, что частота колебаний 
конструкции как твёрдого тела на подвеске должна быть в несколько раз ниже собственной частоты пер-
вого упругого тона. Причём разные источники рекомендуют различные соотношения между этими ча-
стотами. Если говорить о модальных испытаниях крупногабаритных трансформируемых космических 
конструкций, то задача создания такой подвески усложняется многократно, так как такие конструкции 
могут иметь очень низкие собственные частоты упругих колебаний. 

Влияние системы упругого вывешивания на точность результатов модальных испытаний лета-
тельных аппаратов проявляется двояко. С одной стороны, использование подвески приводит к росту всех 
собственных частот объекта исследований. С другой стороны, появление тонов колебаний объекта как 
твёрдого тела с ненулевыми частотами приводит к смещениям частот фазовых резонансов летательного 
аппарата, по которым определяются собственные частоты тонов упругих колебаний. 

В статье изложена методика коррекции расчётной динамической модели летательного аппарата с 
учётом системы упругого вывешивания. Эта коррекция основана на том, что погрешности измерения 
перемещений в модальных испытаниях (то есть и форм собственных колебаний) более чем на порядок 
превышают погрешности определения собственных частот. Исследовано влияние тонов колебаний объ-
екта как жёсткого тела на упругой подвеске на точность определения собственных частот, обобщённых 
масс и обобщённых коэффициентов демпфирования тонов упругих колебаний. 

 
Летательный аппарат; экспериментальный модальный анализ; система упругого вывешивания; 

коррекция расчётной модели; фазовый резонанс; колебания твёрдого тела; собственная частота; 
обобщённая масса; обобщённый коэффициент демпфирования. 

 
 

Введение 
Экспериментальные исследования 

характеристик собственных тонов колеба-
ний конструкций – модальные испытания 
– являются эффективным инструментом 
проверки  и  уточнения  расчётных   ди-
намических моделей летательных аппара-

тов [1]. Такие модели широко использу-
ются при решении задач прочности, 
устойчивости и управляемости авиацион-
ной и космической техники [2]. Методике 
модальных испытаний посвящены, 
например, работы [3−5]. 
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аэрокосмического университета имени академика С.П. Королёва (национального исследовательского 
университета). 2016. Т. 15, № 1. С. 18-27. DOI: 10.18287/2412-7329-2016-15-1-18-27 
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На время модальных испытаний 
объекты исследований фиксируются спе-
циальными системами упругого вывеши-
вания. Поскольку расчётная модель стро-
ится для свободного летательного аппара-
та, то характеристики жёсткости таких 
систем определяются из условия, что под-
веска не должна оказывать заранее огово-
ренного влияния на собственные тона 
упругих колебаний конструкции. Напри-
мер, считается, что частота колебаний ле-
тательного аппарата как твёрдого тела на 
подвеске должна быть в 4-6 раз быть ниже 
собственной частоты первого упругого 
тона [6]. Однако влияние системы упруго-
го вывешивания на точность определения 
собственных частот, обобщённых масс и 
обобщённых коэффициентов демпфиро-
вания конструкций по результатам мо-
дальных испытаний изучено, на наш 
взгляд, недостаточно полно. 

Влияние системы упругого вывеши-
вания на характеристики собственных то-
нов колебаний летательного аппарата 
проявляется двояко. С одной стороны, 
увеличение жёсткости динамической си-
стемы влечет за собой рост всех её соб-
ственных частот. С другой стороны, появ-
ление тонов колебаний летательного ап-
парата как жёсткого тела на упругой под-
веске приводит к смещению частот фазо-
вых резонансов тонов упругих колебаний. 

 
Коррекция расчётной модели  

летательного аппарата 
Рассмотрим возможность коррекции 

собственных частот и матрицы жёсткости 
объекта испытаний с учётом характери-
стик жёсткости системы вывешивания. 
Эта матрица и собственные частоты соот-
ветствуют определённым видам колеба-
ний конструкции, представляемым сово-
купностью движений по конечному числу 
ортогональных собственных векторов. 
Поэтому коррекция такой модели допу-
стима в тех случаях, когда изменение ха-
рактеристик системы не приводит к суще-
ственному изменению её собственных 
форм. Принятие такого допущения пра-
вомерно потому, что погрешности изме-

рения вынужденных колебаний (то есть и 
собственных форм) более чем на порядок 
превышают погрешности определения 
собственных частот. 

Пусть изменение жёсткости системы 
введением упругих связей приводит к из-
менению элементов матрицы жёсткости С 
на известные величины, составляющие 
матрицу C :  

*C C C= +  . 
Здесь и в дальнейшем изменившиеся 

величины будем отмечать знаком « * », а 
величины изменений знаком « ~ ». 

Потенциальная энергия изменённой 
системы запишется в виде: 

 

( )* T1П П П
2

Z C C Z= + = +  , 

 
а в нормальных координатах: 
 

( )* T 2 T1П
2

g p a W CW g = + 
 .          (1) 

 
Матрица *C  в нормальных коорди-

натах должна мало отличаться от диаго-
нальной: 
 

T * *2W C W p a ≈   ,            (2) 
 
где Z – вектор перемещений точек кон-
струкции; g – вектор обобщённых коор-
динат; W – матрица собственных векто-
ров. 

Из выражений (1) и (2) следуют 
ограничения на величины элементов мат-
рицы C : 

 
2

     
,  =1 ,  =1

N N

ki mj km i i ki mi km
k m k m

w w c p a w w c<< +∑ ∑  ,  (3) 

i, j = 1, 2, …, N, i ≠ j. 
 
Если условие (3) выполняется, то 

при изменении матрицы жёсткости до-
пускается коррекция математической мо-
дели, и параметры скорректированной 
модели: 
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*C C C= +  , *A A= , *W W= , 
*2 2

  
,  1

1= 
N

i i ki mi km
k mi

p p w w c
a =

+ ∑  ,   

i = 1, 2, …, N.             (4) 
 
В частом случае введения сосредо-

точенных жёсткостей в некоторые точки 
конструкции (матрица C  – диагональная) 
выражения (3) и (4) имеют вид: 

 
2 2

   
1 1

N N

mi mj m i i mi m
m m

w w c p a w c
= =

<< +∑ ∑ 

, 

*2 2 2

 1

1  
N

i i mi m
mi

p p w c
a =

= + ∑ 
. 

 
Влияние колебаний как твёрдого тела 

на характеристики упругих тонов  
колебаний летательного аппарата 

Далее необходимо оценить влияние 
тонов колебаний летательного аппарата 
как жёсткого тела на упругой подвеске на 
частоты фазовых резонансов форм упру-
гих колебаний. При этом полагается, что 
обобщённые характеристики тонов упру-
гих колебаний скорректированы с учётом 
системы упругого вывешивания. 

Для решения поставленной задачи 
проведём анализ взаимного влияния двух 
собственных тонов колебаний конструк-
ций. В этих исследованиях будем исполь-
зовать свойства монофазных колебаний. 
Вынужденные колебания динамических 
систем называются монофазными, если 
различия в фазах колеблющихся точек 
равны 0 или π . Термин «монофазный от-
клик» впервые употреблён в работе [7]. В 
этой же работе совокупность сил возбуж-
дения, фазы которых отличаются на 0 или 
π , называется «монофазным силовым 
распределением», а в монографии [8] – 
просто «монофазным возбуждением». 
Здесь же изложены свойства монофазных 
колебаний и их соотношение с собствен-
ными колебаниями конструкций. Метод 
модальной идентификации динамических 
систем на основе монофазных колебаний 
изложен в работе [9]. 

При определении обобщённых ха-
рактеристик i-го собственного тона коле-
баний полагается, что в окрестности соб-
ственной частоты данного тона вектор 
мнимых составляющих вынужденных ко-
лебаний является собственным вектором 
системы, то есть вынужденные колебания 
конструкции описываются одной обоб-
щённой координатой (перемещением точ-
ки нормирования тона) g. Допустим, что 
на колебания в окрестности частоты ip  
оказывает влияние некоторый j-й тон так, 
что i ij jg g w g= + , где ig , jg  – обобщён-
ные координаты, соответственно, i-го и    
j-го тонов; ijw  – коэффициент, характери-
зующий вклад j-го тона в колебания си-
стемы. 

Определим собственную частоту, 
обобщённую массу и обобщённый коэф-
фициент демпфирования i-го тона, считая, 
что влиянием j-го тона можно пренебречь 
[10]. Полагаем, что демпфирование каж-
дого тона можно описать обобщённым 
декрементом колебаний. 

Введём обозначения: 
 
2
ij i

j

w a
a

=ζ ,  j

i

p
æ

p
= , 2 

i i
i

i i

h
p a

= =
δη
π

, 

2 
j j

j
j j

h
p a

= =
δ

η
π

, 
ip

=
ωω . 

 
Получим выражение для параметра 

вынужденных монофазных колебаний: 
 U Vλ= , где U, V – соответственно син-

фазная и квадратурная составляющая пе-
ремещений. 

При монофазном возбуждении 
sinF E t= ω  из решения задачи о вынуж-

денных колебаниях системы с двумя сте-
пенями свободы имеем: 

 

( ) ( )
( )

1 

2 

= −






τ ω
λ ω

τ ω
, 

 
где 
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1

i
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22 2 2
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1
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1

i j

i j

æ

æ

η χ η ζ ω
τ ω

ζ ω χ ζη η

+ −
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( )
( ) ( )

2 2

2 22 21

i j i j

i j

æ æ

æ

ηη η ζ η

ζ ω χ ζη η

+
+

 − + + + 

, 

2 2æχ ω= − . 
 
По переходу λ  через нуль от поло-

жительных значений к отрицательным 
найдём относительные собственные ча-
стоты системы. Для этого решим уравне-
ние: 

 
( )2 2 2 4( ) 1 jf æω ω χ η = − + +    

( )22 2–1 0iζχ ω η + + =  
 .           (5) 

 
Сделав оценку корней уравнения (5), 

приходим к следующему выводу о вели-
чине собственной частоты i-го тона *

ip , 
определяемой по переходу через нуль па-
раметра λ , в предположении, что j-й тон 
влияет мало: 

а) если i jp p> , то *
j i ip p p< < ; 

б) если i jp p< , то *
j i ip p p> > ; 

в) если i jp p= , то *
i ip p= . 

Для определения обобщённой массы 
la  и обобщённого коэффициента демпфи-

рования lh  l-го тона при монофазном воз-
буждении колебаний используем форму-
лы [9]: 

 

( )( )
 

2 2 2 *2
 1

T
l l l

l
l l l

V Ea
p V

λ
λ ω

=
+ −

, ( )2 *2
 1

T
l l

l
l l

V Eh
Vλ

=
+

, 

где *
lV  – квадратурная составляющая вы-

нужденных колебаний системы в точке 
нормирования l -го тона.  

Вместо частоты ω  введём безраз-
мерный параметр частоты */ ipΩ ω= , свя-
занный c ω  соотношением: / ipΩ ω=   . 
Введение параметра Ω  вместо ω  объяс-
няется тем, что по результатам модальных 
испытаний определяется не точное значе-
ние собственной частоты i-го тона, а ве-
личина *

ip . Для практических целей пред-
ставляет интерес оценка точности опреде-
ления обобщённых характеристик тона 
вблизи найденной собственной частоты. 

Формулы для обобщённых характе-
ристик с учётом принятых обозначений 
приводят к следующим выражениям: 

 
( )
( )

1
*2 1i

i

a
p

τ Ω
Ω

= −
−

 , ( )2
i

i

h
τ Ω

η
= . 

 
Величины ia  и ih  есть отношения опреде-
ляемых обобщённых характеристик к со-
ответствующим точным значениям. 

Для удобства дальнейшего изложе-
ния будем считать, что j-й тон колебаний 
есть колебания объекта испытаний как 
твёрдого тела на упругой подвеске (под-
весочный тон, индекс «п»). 

Важно отметить, что индекс «i» мо-
жет не относиться к низшему тону упру-
гих колебаний, а индекс «п» – к высшему 
подвесочному тону. Это объясняется тем, 
что влияние подвески зависит не только 
от соотношения собственных частот æ , 
но и от параметра ζ . Так, например, 
установив упругие подвески в узлах низ-
шего упругого тона, можно исключить их 
влияние на этот тон. Кроме того, величина 
ζ  зависит от соотношения обобщённых 
масс упругого и подвесочного тонов соб-
ственных колебаний. 

Поскольку подразумевается, что 
1æ < , то на основании анализа, проведён-

ного выше, можно сделать вывод о том, 
что из-за влияния подвески собственные 
частоты упругих колебаний *

ip , определя-
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емые по условиям фазового резонанса, 
будут всегда ниже точных значений этих 
частот ip . 

На рис. 1 представлены результаты 
расчёта относительной частоты 

* /i i ip p p=  для различных значений па-
раметров ζ , æ , iδ  и пδ . 

В расчётах полагалось, что 1≤ζ , так 
как п 1iw ≤ , а обобщённые массы подве-
сочных тонов превышают, как правило, 
обобщённые массы тонов собственных 
упругих колебаний. 

Из представленных результатов сле-
дует, что при 0,5æ ≤  погрешности опре-
деления собственной частоты не превы-
шают 0,1 % в широком диапазоне значе-
ний параметра ζ . 

Более существенное влияние на точ-
ность определения собственных частот 

упругих тонов колебаний оказывает уве-
личение уровня демпфирования iδ . 
Например, при 0,5æ ≤ ; 0,15i ≤δ ; п 0,1=δ  
и 0,6≤ζ  погрешность определения ip  не 
превышает 0,1 %. С увеличением iδ  точ-
ность снижается: при 0,3i =δ ; 0,6=ζ  и 

0,5æ =  погрешность определения часто-
ты составляет 0,4 %. 

Были сделаны оценки влияния упру-
гой подвески на точность определения 
обобщённых масс и обобщённых коэффи-
циентов демпфирования собственных то-
нов упругих колебаний. 

На рис. 2 представлены результаты 
расчёта относительных обобщённых масс 

ia  в зависимости от частоты вынужден-
ных колебаний в окрестности частоты фа-
зового резонанса *

ip . 
 

     
а       б 

 
Рис. 1. Оценки собственной частоты в зависимости от параметра:а – ζ ; б – æ  

 
 

 

     
а       б 

 
Рис. 2. Оценка обобщённой массы при различных параметрах æ  в зависимости от: а – Ω ; б – ζ  
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Как следует из рис. 2, вблизи часто-
ты *

ip  имеется диапазон частот вынуж-
денных колебаний, в котором обобщён-
ные массы определяются с наперёд задан-
ной точностью. Но предсказать располо-
жение этого диапазона относительно ча-
стоты фазового резонанса не представля-
ется возможным. Кроме того, следует 
иметь в виду, что исходными данными 
для расчёта масс являются параметры вы-
нужденных колебаний, измеряемые в 
процессе испытаний. Это означает, что в 
их величинах присутствуют погрешности 
измерений, влияние которых на точность 
определения обобщённых масс резко воз-
растает при приближении частоты вы-
нужденных колебаний к частоте фазового 
резонанса [11; 12]. 

Приведённые на рис. 2 результаты 
исследований можно охарактеризовать, 

например, такими числами: в частотном 
диапазоне, составляющем 2± % от часто-
ты фазового резонанса, при 0,5æ ≤ ; 

0,1i =δ ; п 0,1=δ  и 0,6≤ζ  погрешности в 
оценке обобщённых масс упругих тонов 
из-за влияния подвески конструкции не 
превышают 5%.  

Влияние подвесочных тонов на точ-
ность определения обобщённых коэффи-
циентов демпфирования упругих тонов 
колебаний иллюстрирует рис. 3: погреш-
ность определения ih  вблизи частоты фа-
зового резонанса может быть сколь угод-
но малой в широком диапазоне значений 
параметров ζ  и æ . С увеличением ζ  и 
æ  и удалением от фазового резонанса 
ошибки оценки характеристики демпфи-
рования, как и оценки обобщённой массы, 
существенно возрастают. 

 

     
а       б 

 
Рис. 3. Оценка обобщённого коэффициента демпфирования при различных параметрах æ  

в зависимости от: а – Ω ; б – ζ  
 
 
 

     
а       б 

Рис. 4. Оценка обобщённой массы (а) и обобщённого коэффициента демпфирования (б) при различных 
уровнях демпфирования упругих тонов колебаний 
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Рис. 4 иллюстрирует погрешности 
определения обобщённых масс и обоб-
щённых коэффициентов демпфирования в 
зависимости от уровня демпфирования 
упругих тонов колебаний. Аналогичные 
исследования показали, что уровень 
демпфирования колебаний подвесочных 
тонов практически не оказывает влияния 
на погрешности определения характери-
стик собственных тонов упругих колеба-
ний. 

 
Заключение 

В результате проведённых исследо-
ваний влияния системы упругого выве-
шивания летательного аппарата на точ-
ность определения обобщённых динами-
ческих характеристик собственных тонов 
колебаний можно сделать следующие вы-
воды: 

- наименьшее влияние система вы-
вешивания оказывает на оценки собствен-
ных частот. Если собственные частоты 
объекта на подвеске не превышают 50% 
от собственных частот упругих колебаний 
и декременты колебаний конструкции не 
более 0,15, то погрешности определения 
собственных частот не превышают 0,1% в 
широком диапазоне значений парамет-   
ра ζ ; 

- для определения обобщённых масс 
в окрестности собственной частоты тона, 
составляющей ± 2 % от частоты фазового 
резонанса, точностью не ниже 5% при 

0,5æ ≤  необходимо, чтобы величина ζ  
не превышала 0,6; 

- погрешности в оценках обобщён-
ных коэффициентов демпфирования мо-
гут быть сколь угодно малыми в широком 
диапазоне параметров ζ , æ , iδ  и пδ , ес-
ли эта оценка производится на частоте фа-
зового резонанса; 

- с ростом ζ  и увеличением уровня 
демпфирования в системе уменьшается 
диапазон частот вынужденных колебаний, 
при которых обобщённые характеристики 
определяются с наперёд заданной точно-
стью. Кроме того, с увеличением ζ  этот 
диапазон смещается от частоты *

ip  в до-
резонансную область. Наибольшие сме-
щения возникают при определении обоб-
щённых масс; 

- уровень демпфирования колебаний 
подвесочных тонов практически не ока-
зывает влияния на погрешности опреде-
ления собственных частот, обобщённых 
масс и обобщённых коэффициентов 
демпфирования упругих тонов колебаний. 
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Modal testing is an efficient tool for checking and updating of computational dynamic models of aircraft. 
Test objects are fixed by special elastic suspension systems during the modal testing time. Stiffness characteris-
tics of such systems are determined on the assumption that the impact of the suspension on the eigentones of 
elastic vibrations of a freely flying aircraft should not exceed the pre-arranged level. It is therefore considered 
that the vibration frequency of the structure as a rigid body on the suspension should be several times lower than 
the natural frequency of the first flexible mode. Besides, different sources recommend various ratios between 
these frequencies. As to the modal testing of large flexible space structures, the task of creating such a suspen-
sion becomes many times more difficult because such structures can have very low natural frequencies of flexi-
ble modes. 

The influence of the suspension system on the accuracy of the aircraft modal testing results manifests it-
self in two ways. On the one hand, the use of the suspension leads to an increase of all natural frequencies of the 
test object. On the other hand, the occurrence of modes of the object as a rigid body with non-zero frequencies 
leads to the aircraft phase resonance frequency shifts which determine the natural frequencies of flexible mode 
tones. 

The paper presents a technique for correcting an aircraft computational dynamic model taking into ac-
count the suspension system. The correction is based on the fact that the errors in measurement of displacements 
in modal tests (i.e. eigenmodes as well) are greater than the errors in determining natural frequencies by more 
than an order of magnitude. The effect of modes of an object as a rigid body on an elastic suspension system on 
the accuracy of determination of its natural frequencies, generalized masses and generalized damping factors of 
flexible modes is analyzed. 

 
Experimental modal analysis, suspension system, computational model correction, phase resonance, vi-

brations of a solid body, natural frequency, generalized mass, generalized damping coefficient. 
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