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Приводятся алгоритмы расчёта комбинационных составляющих при нелинейном преобразовании частоты 

на основе рядов Фарея. Рассмотрены подходы, не использующие синтез всего ряда Фарея, позволяющие решать 
задачи «пораженности» комбинационными частотами преобразователей частоты только на основе синтеза бли-
жайших компонент к рабочим частотам исследуемых систем нелинейного преобразования частот. Предложены 
методы нахождения параметров комбинационных помех, прямые которых проходят через «поражённые» точки. 
Доказано, что область номограммы, свободная от комбинационных помех, является четырёхугольником. 

 
Преобразование частоты,  комбинационные составляющие, цепные дроби, ряд Фарея. 

 
Одной из важных задач при проектиро-

вании и анализе поведения систем нелиней-
ного преобразования частот является умень-
шение влияния комбинационных гармоник 
на полезный сигнал.  

Для решения подобных задач широко 
используются графические [1-3], аналитиче-
ские [4, 5] и алгоритмические методы [1, 6, 7]. 
Одним и из эффективных методов расчёта 
комбинационных составляющих при нели-
нейном преобразовании частоты являются 
методы на основе рядов Фарея [6, 7]. 

Предлагаются эффективные методы и 
алгоритмы решения задач анализа ближай-
ших комбинационных частот. Основу пред-
полагаемых методов составляет отыскание 
заданного соотношения смешиваемых частот 
преобразователя в базисе дробей Фарея с по-
мощью аппарата цепных дробей и процеду-
ры, в основе которой лежит базовая теорема 
Фарея-Коши, связывающая соседние дроби в 
ряде Фарея. 

Цель работы - разработать эффектив-
ные методы анализа комбинационных со-
ставляющих и получить для них уравнения 
прямых, проходящих через найденные «по-
ражённые» точки.  

Рассмотрим задачу отыскания бли-
жайшей дроби Фарея R/Q к заданному соот-
ношению смешиваемых частот q=f1/f2 
(f1≤f2), минуя операцию синтеза всей после-
довательности Фарея [8]. 

 
 

Использование цепных дробей 
Согласно теореме Дирихле теории 

диофантовых приближений [9] для заданного 
q всегда существует такая дробь R/Q, что раз-
ность между ними может удовлетворять лю-
бой наперед заданной точности. Последова-
тельность дробей Фарея k является последо-
вательностью всех несократимых рациональ-
ных дробей, у которых знаменатель Q≤k, где 
k – порядок ряда Фарея, поэтому для отыска-
ния приближения заданного соотношения q 
дробью Фарея можно использовать аппарат 
цепных дробей [10]. 

Представим заданное соотношение 
смешиваемых частот q0,1 конечной цепной 
дробью  

].b,...,b,b;b[q n210                             (1) 
Цепные дроби обладают тремя замеча-

тельными свойствами: 
1. Любая подходящая дробь Rj/Qj цеп-

ной дроби (1) является несократимой дробью 
(j1,n). 

2. Знаменатель подходящей дроби, со-
гласно [10], растет как показательная функ-
ция от индекса j подходящей дроби  

.2Q 2
1j

j




                                                      (2) 

3. Рекуррентность в определении под-
ходящих дробей: 

;RRbR 2j1jjj    

,QQbQ 2j1jjj                                    (3) 
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где 

.1Q,bR
;0Q,1R,1j

000

11


 

 

Из свойства 1 можно сделать вывод, 
что любая подходящая дробь Rj/Qj цепной 
дроби (1), являющейся приближением дейст-
вительного числа q0,1, принадлежит после-
довательности Фарея. Таким образом, задача 
отыскания приближения в базисе дробей Фа-
рея состоит в разложении q в цепную дробь 
(1) [8, 10] с одновременным вычислением по-
дходящих дробей Rj/Qj согласно (3). Разложе-
ние числа q заканчивается, когда не будет 
выполняться условие  
 .kQ j                                                               (4) 

При этом подходящая дробь Rj/Qj и 
есть найденная ближайшая дробь Фарея Ri/Qi, 
i1,Nk [8] к  q. 

На рис. 1 приведена структурная схема 
алгоритма приближения q дробью Фарея. 
Максимальное количество итераций алго-

ритма на рис. 1 можно определить из (2) с 
учетом (4) по формуле  

.1klog2N 21                                           (5) 
 

Алгоритм цепных дробей для  
нахождения двойного Диофантова  

приближения в классе дробей Фарея 
Для каждой дроби на (n – 1)-м уровне в 

дереве Фарея можно непосредственно вы-
числить две соседние дроби, или, иными сло-
вами, «прямых потомков» на n-м уровне. Не-
посредственного (прямого) предшественника 
любой дроби (предыдущего уровня) можно 
найти, вычитая единицу из последнего члена 
ее разложения в непрерывную дробь. Другой 
(отдаленный) предшественник данной ра-
циональной дроби может быть найден про-
стым выбрасыванием последнего члена [10].  

Согласно [8]  
.)1(QPQP 1n

n1n1nn


             (6) 

 

 
 

Рис. 1. Алгоритм приближения действительного числа дробью Фарея 
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Если количество членов в последова-
тельности  ],,...,,[ 121 nn bbbb   для прямого 
предшественника нечетно, то потомок распо-
ложится между отдалённым и прямым пред-
шественником, а если четно – между прямым 
и отдалённым предшественником. 

У любой дроби из ряда Фарея всегда 
есть два потомка. Назовем потомок, образо-
ванный прибавлением единицы к короткой 
записи исходной дроби, коротким потомком, 
а потомок, образованный прибавлением еди-
ницы к длинной записи исходной дроби, 
длинным потомком, и обозначим их соответ-
ственно как   

];1b,b,...,b,b[
Q
P

n1n21
s

s      

].2,1b,b,...,b,b[
Q
P

n1n21
l

l  

          
(7) 

Для обоих потомков справедливо, что 
один из них всегда больше, а другой всегда 
меньше исходной дроби.  Количество членов 
в одном потомке всегда четно, а в другом 
всегда нечетно. Согласно (6) потомок с 
четным числом членов всегда больше своего 
прямого предшественника и  наоборот для 
нечетного числа членов. 

Согласно алгоритму, в зависимости от 
направления поиска - в сторону увеличения 
дробей ряда или в сторону их уменьшения и 
чётного или нечётного количества членов 
последовательности ],,...,,[ 121 nn bbbb   для ис-
ходной дроби - мы должны находить либо 
короткий потомок, либо длинный. 

Потомки равны : 

;
QQ
PP

Q
P

îòäèñõ

îòäèñõ

s

s




   

.
QQ2
PP2

Q
P

îòäèñõ

îòäèñõ

l

l




                              (8) 

Согласно (8) для отыскания любого из 
потомков исходной дроби необходимо лишь 
знать её последнюю промежуточную дробь. 
Для этого достаточно использовать алгоритм 
приближения действительного числа дробью 
Фарея, приведенный на рис. 1. 

В зависимости от направления поиска и 
чётности числа элементов в записи исходной 

дроби необходимо находить значение длин-
ного или короткого потомка. Рассмотрим 
случаи, когда знаменатель полученного по-
томка больше порядка ряда Фарея и когда он 
меньше или равен порядку ряда. В обоих 
случаях потомок будет являться медиантой 
исходной дроби и дроби, являющейся отда-
ленным предшественником исходной. В пер-
вом случае (Qпот > k) искомая дробь 
однозначно равна 

.
QQ
PP

Q
P

èñõïîò

èñõïîò




                                      (9) 

Во втором случае (Qпот <= k) искомая 
дробь однозначно выражается формулой 

потисх

потисх

QQn
PPn

Q
P




 , 

 где  ).
Q

Qk(entn
èñõ

ïîò
                         (10) 

Алгоритм поиска следующей дроби 
Фарея приводится на рис. 2. 

 
Определение комбинационных  

помех, проходящих через  
«пораженные» точки 

Нормированные уравнения прямых 
комбинационных частот имеют вид 

,caqqâûõ                                               (11) 

где 21 ffq  - соотношение смешиваемых 
частот на входе преобразователя частоты; 

1f - меньшая из входных частот; 2f - боль-
шая из входных частот; a и c  - целые числа. 

При анализе на пораженность комби-
национными частотами рассматриваются 
только такие частоты, коэффициенты кото-
рых удовлетворяют следующему ограниче-
нию: 

pca                                                (12) 
согласно [1] либо условию 

pcpa  ,                                        (13) 
согласно [4]. 

Абсциссы пересечения комбинацион-
ных с прямыми основного преобразования в 
интервале 10  q представляют собой по-
следовательность рациональных дробей вида 
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QR /  со знаменателем, не превышающим 
некоторое число k , и такая последователь-
ность является последовательностью Фарея 
[8]. 

На рис. 3 изображена номограмма в ок-
рестности i-ой "пораженной" точки. 

В общем случае структура номограммы 
в окрестности i -ой "пораженной" точки (рис. 
3) представляет собой узел пересечения ком-
бинационных частот, крайними из которых 
будут комбинационные частоты с индексом 

1j , имеющие наименьший порядок. 
 

 
 

Рис. 2. Алгоритм поиска следующей дроби Фарея 
 
 

 
 

Рис. 3. Номограмма  комбинационных частот в окрестности «поражённой» точки 
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В случае ограничения (12) максималь-
ное число прямых комбинационных частот 

maxj , проходящих через i -ую "поражен-
ную" точку номограммы при суммировании 
частот, равно 

,
QR

Pentj
ii

max 









         (14) 

а при вычитании разбивается на два случая: 
для комбинационных частот с положитель-
ной производной 













ii

max QR
2Pentj                              (15) 

и комбинационных частот с отрицательной 
производной 

.
QR
2Pentj

ii
max 











                             (16) 

В случае ограничения (13) для сумми-
рования частот при положительных произ-
водных комбинационных частот 

,
Q

1Pentj
i

max 






 
                                  (17) 

при отрицательных производных 

.
Q

1Pentj
i

max 






 
                                  (18) 

Для вычитания частот при положи-
тельных производных 

,
Q

1Pentj
i

max 






 
                                  (19) 

при отрицательных производных 

.
Q

1Pentj
i

max 






 
                                  (20) 

Для суммирования частот имеем сле-
дующие выражения для определения коэф-
фициентов комбинационной частоты (11) с 
положительной производной по q :  

,1jRc;1jQa i
'

j,ii
'

j,i 
  (21а) 

с отрицательной производной  
.1jRc;1jQa i

"
j,ii

"
j,i    (21б) 

Для вычитания частот с положительной 
производной  

,1jRc;1jQa i
'

j,ii
'

j,i 
  (22а) 

с отрицательной производной  
.1jRc;1jQa i

"
j,ii

"
j,i    (22б) 

Подставив в (11) выражения из (21), 
(22), получим общее уравнение для опреде-
ления комбинационных частот, проходящих 
через i -ую "пораженную" точку: 

.cqap ",'
j,i

",'
j,i

",'
j,i                                        (23) 

 
Геометрия областей номограммы, 

свободных от помех 
Особый интерес составляет вопрос о 

форме области, ограниченной ближайшими 
комбинационными частотами, проходящими 
через соседние "пораженные" точки с номе-
рами i  и 1i . Исходя из выводов преды-
дущего пункта и рис. 3, можно сделать пред-
положение, что область, ограниченная ком-
бинационными частотами ",'

1,ip  и ",'
1,1ip , об-

разует четырехугольник ABCD  (рис. 4).  
Докажем это предположение путем 

следующих рассуждений: четырехугольник 
ABCD не пересекают комбинационные 

частоты ",'
1,1ip  и ",'

1,2ip , проходящие через 

соседние "пораженные" точки 1iq  и 2iq . 
Следовательно, для абсцисс точек пересече-
ния комбинационных прямых ",'

1,ip  и ",'
1,1ip  

с прямыми ",'
1,1ip  и ",'

1,2ip  должны выпол-
няться следующие соотношения: 

,DDD
;BBB

"'

"'




                                           (24) 

при условии, что 
.qqqq 2i1ii1i                             (25) 

Так как последовательность "пораженных" 
точек, заданных неравенством (25), можно 
заменить последовательностью дробей Фа-
рея, то неравенство (25) перепишется сле-
дующим образом: 
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Q
R

Q
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Q
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1i
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i

i

1i

1i











                       (26) 

 

 
 
Рис. 4. Номограмма  комбинационных частот 

 
Рассмотрим значения абсцисс точек 

пересечения B  и D  комбинационных пря-
мых ",'

1,ip  и ",'
1,1ip . Приравняв уравнения 

комбинационных прямых (21), (22), (23), по-
сле преобразований получим  

.
QQ
RRDB

1ii

1ii








                                (27) 

То есть абсцисса пересечения двух 
комбинационных прямых, проходящих через 
соседние "пораженные" точки, является ме-
диантой дробей Фарея ii QR  и 

11  ii QR . Следовательно, исходя из ос-
новного свойства медиант дробей Фарея [8], 
будет выполняться следующее неравенство: 

.
Q
R

QQ
RR

Q
R

1i

1i

1ii

1ii

i

i







 



                        (28) 

Теперь рассмотрим значения абсцисс 
точек пересечения 'B  и 'D , "B  и "D соот-
ветственно комбинационных прямых ",'

1,1ip  

и ",'
1,1ip , ",'

1,ip  и ",'
1,2ip . Приравняв уравне-

ния комбинационных прямых (21), (22), (23), 
после преобразования получим 

;
QQ
RRDB

1i1i

1i1i''








  

.
QQ
RRDB

2ii

2ii""








                           (29) 

Подставив значения абсцисс точек пе-
ресечения комбинированных прямых из (27), 
(29) в неравенство (24), получим вместо двух 
неравенств (24) одно: 

.
QQ
RR

QQ
RR

QQ
RR

2ii

2ii

i1i

i1i

1i1i

1i1i
























 
(30) 

Таким образом, доказательством того, 
что область, ограниченная комбина-
ционными частотами, проходящими через 
соседние "пораженные" точки, суть четы-
рехугольник, есть доказательство выпо-
лнения неравенства (30), если  выполняются  
(25), (26). 

Для этого рассмотрим попарно сосед-
ние дроби Фарея: 11  ii QR , ii QR  и 

ii QR , 11  ii QR в одном случае и пары 

ii QR , 11  ii QR и 11  ii QR , 22  ii QR в 
другом случае. Согласно основному свойству 
дробей Фарея (6) для рассматриваемых пар в 
первом солучае имеем  












,1QRRQ
;1QRRQ

i1ii1i

1ii1ii
                         (31) 

во втором случае имеем 












.1QRRQ
;1QRRQ

1ii1ii

2i1i2i1i
                   (32) 

Разрешив системы уравнений (31), (32) 
относительно центральных дробей рассмат-
риваемых пар, получим  

;
QQ
RR

Q
R

1i1i

1i1i

i

i








  

.
QQ
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R
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2ii
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                                   (33) 

Подставив (33) в неравенство (28), по-
лучим неравенство  

.
QQ
RR

QQ
RR

QQ
RR

2ii

2ii

i1i

i1i

1i1i

1i1i
























(34) 

Неравенство (34) всегда выполняется 
вследствие основного свойства медиант со-
седних дробей Фарея. Таким образом, утвер-
ждение, что область, ограниченная комбина-
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ционными частотами, проходящими через 
соседние "пораженные" точки, является че-
тырехугольником, доказана. 

 
Реализация на ПЛИС 

 Одним из преимуществ программи-
руемых логических интегральных микросхем 
(ПЛИС) над микропроцессорами является 
возможность распараллеливания выполняе-
мых операций. При реализации алгоритма на 
ПЛИС уменьшается вычислительная слож-
ность за счет того, что выполнение любой 
основной операции (сложение, умножение, 
присваивание) занимает один такт в отличие 
от реализации алгоритмов на микропроцес-
сорах или микроконтроллерах. Ограничени-
ем является только частота тактирования 
ПЛИС (250…500МГц). Алгоритм на основе 
только цепных дробей имеет максимальное 
количество тактов (5) . 

Для целого числа, меньшего 
232=4 294 967 296, количество тактов не будет 
превышать 65. Максимальное время выпол-
нения алгоритма будет постоянно и для час-
тоты 250МГц не превысит 260 нс, для часто-
ты 500МГц не превысит 130 нс.  

В качестве ПЛИС была выбрана Altera 
Cyclone II со встроенным сигнальным про-
цессором Nios II. ПЛИС является ядром ла-
бораторного стенда DE2-70 Terasik, обла-
дающего большими функциональными воз-
можностями и архитектурой для построения 
и отладки законченных цифровых устройств. 
Встроенный процессор синхронизирован со 
всеми компонентами ПЛИС и обеспечивает 
однотактное выполнение основных операций 
над числами.  

 
Выводы 

 В статье предложены и реализованы 
методики поиска двойного диафантового 
приближения комбинационных составляю-
щих в ряде Фарея произвольного порядка, 
приведены формулы для нахождения урав-
нений прямых комбинационных помех, про-
ходящих через «поражённые» точки, и дока-
зано, что область номограммы, свободная от 
комбинационных помех, является четырёх-
угольником. Произведена оценка использо-

вания ПЛИС для алгоритма нахождения 
двойного диофантового приближения на ос-
нове только цепных дробей. 
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