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Рассмотрены различные конструкции демпфера сухого трения, применяемые с целью снижения 

амплитуды резонансных колебаний конических зубчатых колёс, и существующие подходы к моделиро-
ванию структурно-изменяемых систем с сухим трением. Разработана параметрическая конечно-
элементная модель контактного взаимодействия «тарельчатый демпфер – колесо» в объёмной постанов-
ке. Определены собственные частоты системы при различных параметрах контакта. Построено семейст-
во амплитудно-частотных характеристик системы «демпфер – колесо» по перемещению точки приложе-
ния силы при различных величинах поджатия тарельчатого демпфера. Рассчитана работа вынуждающей 
силы за период колебаний. Путём определения среднего за период количества контактных элементов, 
работающих в режиме относительного проскальзывания, исследованы основные режимы работы демп-
фера сухого трения – с длительными и мгновенными относительными остановками. Исследовано влия-
ние величины поджатия демпфера на относительную амплитуду резонансных колебаний конического 
колеса по различным формам.  На основе результатов расчётов сделан вывод о том,  что применение 
демпфера сухого трения является эффективным способом снижения амплитуды резонансных колебаний 
конического колеса. 

Зубчатые передачи, нелинейные колебания, демпфер сухого трения, метод конечных элементов. 

doi: 10.18287/2412-7329-2015-14-3-203-212 

Введение 
Зубчатые передачи являются одними 

из наиболее ответственных деталей авиа-
ционных газотурбинных двигателей 
(ГТД). Их разрушение может привести к 
выключению двигателя в полёте. С учё-
том высоких окружных скоростей и пере-
даваемых крутящих моментов к их конст-
рукции предъявляются жёсткие 
требования по контактной и изгибной 
прочности зубьев и сопротивлению мно-
гоцикловой усталости обода.  

Основным видом расчёта кониче-
ских зубчатых передач общего машино-
строения является расчёт на контактную и 
изгибную выносливость зуба [1, 2]. В 
процессе работы конических передач 
авиационных приводов, в силу ограниче-
ний по массе, и, как следствие, примене-
ния конструкции с тонким ободом, имеют 
место поломки зубчатых колёс, связанные 
не только с изгибом и выкрашиванием зу-
ба, но и с возбуждением резонансных ко-
лебаний обода шестерни. 

Применение демпфера сухого тре-
ния является одним из эффективных спо-
собов снижения амплитуды резонансных 
колебаний системы. Вопросы демпфиро-
вания колебаний сухим трением рассмот-
рены в работах [3 - 5]. В работах Ф.Р. Гек-
кера и Ю.М. Темиса рассмотрены 
одномассовые и двухмассовые модели с 
сухим трением при воздействии кинема-
тического и динамического возбуждения, 
отмечено существование режимов с дли-
тельными и мгновенными относительны-
ми остановками между контактирующими 
телами, введено понятие структурно-
изменяемой системы, в которой при дли-
тельной остановке происходит изменение 
числа степеней свободы вследствие бло-
кировки масс, приводящей, в свою оче-
редь, к изменению собственной частоты 
системы. Дифференциальные уравнения 
движения решены при помощи метода 
припасовывания, согласно которому па-
раметры системы в конечной точке одно-
го режима работы выступают в роли на-
чальных условий для следующего 
режима.  
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Для демпфирования резонансных 
колебаний конического зубчатого колеса 
может быть применён демпфер сухого 
трения. В работе [6] предложен метод 
экспресс-оценки параметров системы 
«демпфер – зубчатое колесо», который 
основан на линеаризации модели работы 
контактной пары сухого трения. Учиты-
вая, что данный метод не позволяет ис-
следовать различные режимы работы 
демпфера сухого трения, авторы предло-
жили упрощённый подход к моделирова-
нию вынужденных колебаний нелинейной 
системы, согласно которому отдельно ре-
шается задача о моделировании колеба-
ний зубчатого колеса без демпфера, после 
чего рассчитывается отклик демпфера на 
полученный закон перемещения контак-
тирующей поверхности колеса. К недос-
татку данного подхода следует отнести 
невозможность исследования влияния па-
раметров демпфера сухого трения на вы-
нужденные колебания зубчатого колеса. 
Отметим также, что в работе [6] рассмот-
рен ряд возможных конструкций демпфе-
ра сухого трения, но не исследовано 
влияние величины поджатия демпфера на 
параметры работы системы. 

В стандартах на зубчатые колёса 
AGMA  [7]  и ISO  [8]  дан обзор методов 
снижения амплитуды колебаний полотен 
зубчатых колёс. Отмечено, что при попа-

дании собственных частот колебаний зуб-
чатого колеса в рабочий диапазон значи-
тельного эффекта по снижению амплиту-
ды резонансных колебаний можно 
добиться путём применения кольцевых 
демпферов (рис. 1, а). 

Кольцевой демпфер представляет 
собой упругое кольцо, вставленное с на-
тягом в расположенный на внутренней 
части зубчатого венца паз. Поджатие 
демпфера к колесу осуществляется за счёт 
натяга и действия центробежной силы. В 
процессе колебаний шестерни по узловым 
диаметрам между кольцом и шестернёй 
возникает сила трения, работа которой 
рассеивает энергию резонансных колеба-
ний в окружающую среду. В работе [7] 
отмечено, что положение паза для кольца 
и форму кольца определяют  формы резо-
нансных колебаний таким образом, чтобы 
обеспечивать возникновение трения меж-
ду кольцом и шестернёй. Однако в [7] от-
сутствуют какие-либо конкретные реко-
мендации по проектированию демпфера 
сухого трения.  

Другим типом демпфера сухого тре-
ния является тарельчатый демпфер, кото-
рый представляет собой упругую тарель-
чатую пружину,  прижатую к торцу 
шестерни при помощи регулируемого 
упора (рис. 1, б).  

 

 
а 

 

              
б 

Рис. 1. Различные варианты конструкции фрикционного демпфера:  
коническая шестерня с кольцевым (а) и с тарельчатым (б) демпфером; 

1 – коническая шестерня, 2 – кольцевой демпфер, 3 – тарельчатый демпфер, 4 – регулируемый упор 
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Описание расчётной модели 
В настоящей статье приведены ре-

зультаты моделирования колебаний кони-
ческих зубчатых колёс с демпфером      

сухого трения тарельчатого типа при по-
мощи метода конечных элементов (МКЭ). 

Симметричная конечно-элементная 
модель системы «демпфер – колесо» 
представлена на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Конечно-элементная модель системы демпфер-колесо: 1 – колесо, 2 – демпфер 

 

Модель закреплена по внутренней 
цилиндрической поверхности шестерни. 
Между демпфером и колесом моделиру-
ется контакт с заданным коэффициентом 
трения. Сосредоточенная вынуждающая 
сила в осевом направлении, изменяющая-
ся по гармоническому закону, приложена 
к верхней точке обода колеса в плоскости 
симметрии. Поджатие демпфера модели-
рует перемещение торца демпфера в осе-
вом направлении. 

Конечно-элементная модель содер-
жит 39864 узлов и 11240  двадцатиузло-
вых элементов. Величина шага по време-
ни составляет 5·10-5 с, время 
моделирования – 0,05 с. Декремент коле-
баний в материале задан δ = 2% [9]. 

Рабочие поверхности демпфера и 
колеса представляют собой шероховатые 
тела, контакт которых имеет дискретную 
природу, то есть осуществляется по от-
дельным локальным микронеровностям, 
площадь сечения которых значительно 
меньше номинальной площади контакти-
рующих тел [10].  С целью упрощения за-
дачи сделано допущение, что контакт уп-

ругих тел демпфера и зубчатого колеса 
описывается законом Кулона – Амонтона 
[11]. 

В разработанной модели величина 
поджатия, частота вынуждающей силы и 
коэффициент трения между демпфером и 
колесом являются входными параметра-
ми, что позволяет исследовать их влияние 
на динамическое состояние рассматри-
ваемой системы путём автоматизирован-
ного проведения серии расчётов вынуж-
денных колебаний. Выходными 
параметрами являются амплитуда колеба-
ний точки приложения вынуждающей си-
лы, статус контактирующих элементов 
(наличие относительного проскальзыва-
ния), работа вынуждающей силы и силы 
трения за период колебаний. 

Элементарная работа, совершаемая 
вынуждающей силой за момент времени 
dt, определяется как произведение возму-
щающей силы, изменяющейся по гармо-
ническому закону, на перемещение точки 
приложения силы за момент времени [12]: 

 

( ) ( )dttAtFdAF awww -= cossin 00 , 

1 

2 
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где  F0 – амплитуда возмущающей силы; 
߱ – частота возмущающей силы; ܣ଴ – ам-
плитуда перемещения точки приложения 
вынуждающей силы; ߙ –  сдвиг по фазе 
между вынуждающей силой и перемеще-
нием точки приложения вынуждающей 
силы.  

Работа вынуждающей силы за пери-
од колебаний определяется следующим 
образом [12]: 

ிܣ
ц = න ଴ܨ ∙ sin(߱ݐ) ∙ ଴ܣ ∙ ߱ ∙ cos(߱ݐ − (ߙ

ఛ

଴
∙ ݐ݀ = ଴ܨ଴ܣߨ sin(ߙ) , 

где ߬ – период колебаний. 
На резонансном режиме работы 

сдвиг по фазе между вынуждающей силой 
и перемещением точки приложения вы-
нуждающей силы составляет ߙ = గ

ଶ
. Сле-

довательно, работа вынуждающей силы за 
цикл при резонансном режиме всегда по-
ложительна.  

Мгновенная работа силы трения оп-
ределяется как скалярное произведение 
вектора суммарной силы, действующей в 
контакте колеса с демпфером, и вектора 
мгновенного относительного перемеще-
ния контактирующих точек: 

трܣ݀ = ௞തതതܨ ∙ λത = |௞തതതܨ| ∙ หλതห ∙ cos൫∠ܨ௞തതത, λത൯, 

где ܨ௞തതത – сила в контакте; λത – вектор отно-
сительного перемещения. 

Так как размеры площадки контакта 
демпфера с колесом малы по сравнению с 
приведённым радиусом кривизны демп-
фера и колеса, принято допущение о кол-
линеарности вектора относительного пе-
ремещения и силы трения, возникающей в 
контакте. Следует отметить, что сила су-
хого трения направлена в противополож-
ную сторону по отношению к вектору от-
носительного перемещения 
 (cos൫∠ܨ௞തതത, λത൯ = −1).  

Для расчёта силы трения в рассмат-
риваемой системе на языке APDL рабочей 
среды ANSYS написан макрос. На каждом 
шаге решения задачи определяются отно-
сительное скольжение и величина каса-
тельного напряжения трения для каждой 
контактирующей пары. Работа трения на 

шаге определяется как сумма элементар-
ных работ сил трения по всем контакти-
рующим элементам: 

ிܣ
௜ = ෍ ிߪ

௜௝ ∙ ௜௝ݏ ∙ ܽ௝ ,
௡

௝ୀଵ

 

где i –  номер шага;  j – номер контактной 
пары; n – количество контрактных пар; 
ிߪ

௜௝ – напряжение трения для j-й контакт-
ной пары на i-м шаге; ݏ௜௝  – относительное 
скольжение для j-й контактной пары на    
i-м шаге; ܽ௝ – площадь j-го контактного 
элемента. 

Так как в процессе работы демпфера 
сухого терния в зависимости от парамет-
ров системы возможны как режимы с 
мгновенными, так и с длительными отно-
сительными остановками, для оценки ре-
жима работы демпфера сухого трения 
введён параметр ݏ௥ (среднее за период от-
носительное количество элементов, нахо-
дящихся в режиме относительного сколь-
жения), определяемый следую-щим 
способом: 

௥ݏ =
∑ ݊௦௟

௜௠
௜ୀଵ

݉ ∙ ݊ , 

где m – округлённое количество шагов на 
один период колебаний; ݊௦௟

௜  – количество 
контактных пар, в которых наблюдается 
относительное проскальзывание на i-м 
шаге. 

Эффективность демпфирующего 
устройства должна рассматриваться на 
резонансном режиме работы. Резонанс 
при колебаниях зубчатого колеса без 
демпфера возникает при совпадении час-
тоты вынуждающей силы с одной из соб-
ственных частот колебаний колеса. Так 
как зубчатое колесо с демпфером сухого 
трения представляет собой структурно-
изменяемую нелинейную систему [4], са-
мо понятие собственной частоты может 
быть применено для неё весьма условно. 
При работе демпфера сухого трения могут 
возникать режимы с мгновенными и дли-
тельными остановками, при этом на каж-
дом режиме резонансная частота будет 
иметь своё значение.  
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В силу наличия нелинейности в виде 
контакта с сухим трением модальный 
анализ не может быть применён для опре-
деления резонансных частот системы зуб-
чатого колеса с демпфером.  Резонансная 
частота нелинейной системы может быть 
определена по амплитудно-частотной ха-
рактеристике (АЧХ) системы, построен-
ной путём моделирования вынужденных 
колебаний системы с различными часто-
тами возмущающей силы и определения 
амплитуды установившихся колебаний 
для каждой частоты возмущающей силы. 
Косвенно о резонансном режиме работы 

можно судить по знаку и величине работы 
вынуждающей силы за период колебаний. 

Для того, чтобы определить границы 
зоны нахождения резонансных частот 
системы, проведён её предварительный 
гармонический анализ в диапазоне от 
1000 до 15 000 Гц, результаты которого 
представлены в табл. 1. Рассмотрены три 
варианта системы: колесо без демпфера, 
колесо с демпфером и контактом без тре-
ния,  колесо с демпфером и жёстким кон-
тактом без возможности проскальзыва-
ния. 

Таблица 1. Собственные частоты системы с различными параметрами 

Форма Частота колебаний, Гц 
Колесо без демпфера Контакт без трения Связанный контакт 

1 диаметр 2411 2459 3133 
2 диаметра 3635 3431 5367 
Зонтичная 4350 4461 4798 
3 диаметра 8886 8060 11018 

    
Как следует из табл. 1, собственная 

частота колебаний системы «шестерня – 
демпфер сухого трения» существенно за-
висит от параметров контакта. Наиболее 
опасными с точки зрения усталостной 
прочности обода являются резонансные 
колебания конической зубчатой передачи 
по двум и трём узловым диаметрам 
(Kozharinov E., Temis J. Simulation of 

accessory drives bevel gears dynamic 
conditions. Proceedings of the ASME 2014 
Gas Turbine India Conference, 2014). В 
данной работе приведено исследование 
колебаний рассматриваемой системы по 
1-й форме (1 узловой диаметр, частота 
2459 Гц – 3133 Гц, рис. 3, а) и по 2-й фор-
ме (2 узловых диаметра частота 3431 Гц – 
5367 Гц, рис. 3, б). 

 

    
 
а 

 
б 

 
Рис. 3. Собственные формы колебаний системы «коническое колесо – демпфер»: 

а – 1-я форма, б – 2-я форма 
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Коэффициент трения между демп-
фером и колесом принят равным 0,1 [14]. 
Более точное значение коэффициента 
трения может быть определено экспери-
ментальным путём по методике, изло-
женной в [11]. В процессе работы может 
происходить изменение параметров 
контактирующих поверхностей, в част-
ности их шероховатости, и, как следствие, 
изменение коэффициента трения. Для 
обеспечения постоянства коэффициента 
трения в процессе эксплуатации 
конического колеса на контактирующие 
поверхности необходи-мо нанести 
специальное износостойкое покрытие с 
управляемым коэффициентом трения, 
которое одновременно предохра-няло бы 
поверхность конического колеса от 
возникновения фреттинг-коррозии. Так 
как истирание поверхности может 
привести к уменьшению величины 
поджатия демпфера, в процессе ремонта 
редуктора должно контролироваться 
усилие затяжки гайки. 

Результаты расчёта 
АЧХ системы в диапазоне от 1000  

до 4000 Гц с шагом 50 Гц по амплитуде 
перемещений точки приложения силы при 
различных величинах поджатия демпфера 
݀ представлена на рис. 4. Рассмотрено ди-
намическое поведение системы без демп-
фера и при следующих значениях величи-
ны поджатия демпфера: 0.3 мм, 0.2 мм, 0.1 
мм, 0.05 мм, 0.02 мм, 0.01 мм, 0.005 мм, 
0.002 мм, 0.001 мм. На рис. 4–7 отмечены 
результаты моделирования для величин 
поджатия 0.2 мм, 0.01 мм и 0.001 мм.  

Зависимость параметра ݏ௥ от часто-
ты возмущающей силы представлена на 
рис. 5. 

Зависимость величины суммарной 
работы возмущающей силы за период ко-
лебаний от частоты возмущающей силы 
при различной величине поджатия 
демпфера представлена на рис. 6. 

 
 

  
 

Рис. 4. АЧХ системы по перемещению точки приложения возмущающей силы  
при различной величине поджатия демпфера 
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Рис. 5. Зависимость параметра  ݏ௥  от частоты возмущающей силы  
при различной величине поджатия демпфера 

 
 

 
 

Рис. 6. Зависимость величины суммарной работы возмущающей силы за период колебаний 
от частоты возмущающей силы при различной величине поджатия демпфера 
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Из результатов расчёта видно, что 
при большой величине поджатия (0.2 мм) 
эффект от демпфера практически отсутст-
вует.  Это связано с тем,  что при данной 
величине поджатия отсутствует проскаль-
зывание в контакте даже на резонансных 
режимах работы (рис. 5). При малой вели-
чине поджатия (0.001 мм) эффект от 
демпфера присутствует, но не в такой 
степени, как при средней величине под-
жатия (0.01 мм).  

Для наглядного представления 
влияния величины поджатия демпфера на 
амплитуду резонансных колебаний на рис. 
7 нанесены графики амплитуд колебаний 
по 1-й форме (1 узловой диаметр) и по 2-й 
форме (2  узловых диаметра)  по отноше-
нию к амплитуде резонансных колебаний 
колеса без демпфера по соответствующей 
форме.  

 

 

 
Рис. 7. Относительная амплитуда резонансных колебаний колеса с демпфером  

по двум первым формам 
  

Из рис. 7 следует, что максимальная 
амплитуда колебаний по 1-й форме несу-
щественно зависит от величины поджа-
тия, в то время как график амплитуды ко-
лебаний по 2-й форме имеет ярко 
выраженный минимум при величине под-
жатия 0.01 мм. Демпфер сухого трения с 
данной величиной поджатия обеспечивает 
снижение амплитуды резонансных коле-
баний по 1-й форме в 1.25 раза и по 2-й 
форме – в 3.3 раза.  

 
Заключение 

1. Разработана параметрическая ко-
нечно-элементная модель конического 
колеса и демпфера сухого трения с учётом 

нелинейного взаимодействия между ни-
ми. 

2. Исследовано влияние параметра 
поджатия демпфера на величину ампли-
туды перемещения точки приложения си-
лы, работу вынуждающей силы за период 
колебаний и среднее за период относи-
тельное количество элементов, находя-
щихся в режиме относительного скольже-
ния. 

3. Установлено, что демпфер сухого 
трения с наиболее благоприятной величи-
ной поджатия обеспечивает снижение ам-
плитуды резонансных колебаний по 1-й 
форме в 1.25  раза и по 2-й форме –  в 3.3  
раза. 
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CALCULATION OF THE PERFORMANCE OF A COULOMB FRICTION DAMPER 
OF A CROWN BEVEL GEAR WHEEL FOR DIFFERENT FORMS OF RESONANT 

OSCILLATIONS 
© 2015   Е. V. Kozharinov,  J. M. Temis 

Central Institute of Aviation Motors named after P.I. Baranov, Moscow, Russian Federation 
Different designs of a Coulomb friction damper used to decrease the amplitude of bevel gear resonance 

oscillations and existing approaches to the modeling of variable-structure dry-friction systems are discussed in 
the paper. A parametric 3-d finite-element model of contact “bevel gear - plate damper” interaction has been 
developed. Natural frequencies of the system have been determined for different contact parameters. A set of 
amplitude-frequency curves of the “damper-wheel” system under consideration has been constructed for differ-
ent values of damper pre-pressure. The work of the constraining force for the oscillation period has been calcu-
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lated. By estimating the period-average number of sliding elements basic operating in the relative slip mode the 
principal modes of a Coulomb friction damper operation – with continuous and instant relative stops – are stud-
ied. The influence of the damper pre-pressure value on the relative amplitude of different forms of resonance 
oscillations is analyzed. A conclusion has been made on the basis of the calculation results that applying a Cou-
lomb friction damper is an efficient way of reducing the amplitude of resonance oscillations of the bevel gear. 

Bevel gears, non-linear oscillations, Coulomb friction damper, finite element method. 
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