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Представлены результаты моделирования нелинейных параметрических колебаний в авиационных 
зубчатых передачах при проходе системы через резонанс с сопровождающимся размыканием зубьев.  
Для цилиндрических передач исследуется двухмассовая динамическая модель с упругодемпфирующей 
связью, параметры которой получены из результатов расчёта конечно-элементной модели в течение всей 
фазы зацепления. Исследуются параметрические колебания системы с кинематическим возбуждением за 
счёт переменной жёсткости зацепления и нелинейными эффектами, определяемыми моделированием 
условия потери контакта зубьев. Показано, что максимальный уровень динамических напряжений в за-
цеплении при проходе через резонанс не превышает определённого значения, обусловленного присутст-
вием разрывных колебаний в системе. Подробное моделирование функции жёсткости зацепления с по-
мощью метода конечных элементов позволяет оценивать влияние геометрических параметров профилей 
зубьев на динамическое возбуждение передачи. На основе разработанной модели произведена оценка 
влияния коэффициента перекрытия передачи на динамические нагрузки в зацеплении и продемонстри-
ровано снижение динамических нагрузок в передачах с коэффициентом перекрытия больше двух. Пока-
зана качественная сходимость результатов моделирования динамической нагруженности зацепления с 
результатами эксперимента.  
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Введение 
Динамические нагрузки на зубьях 

шестерён, возникающие при работе зуб-
чатых передач, определяют их надёжность 
и долговечность, шумовые и вибрацион-
ные свойства механизма. Для качествен-
ной оценки динамического состояния вы-
соконагруженных авиационных редукто-
ров необходима разработка математиче-
ских моделей зацепления колёс, позво-
ляющая оценивать динамические процес-
сы в зацеплении с учётом геометрических 
параметров профиля, погрешности мон-
тажа деталей, податливости опор и эле-
ментов конструкции и других факторов, 
влияющих на возбуждение крутильных 
колебаний в трансмиссиях.  

Теоретическое исследование дина-
мических процессов в зубчатых передачах 
основывается на двух подходах, полу-
чивших название вибрационной и удар-
ной теорий динамики зубчатых передач.  

В ударном методе оценки динамиче-
ских нагрузок,  предложенном А.И.  Пет-
русевичем и М.Д.  Генкиным [1]  и далее 
развитым и Б.Ф. Шорром [2,5], процесс 

зацепления рассматривается как два неза-
висимых явления –  кромочный и средин-
ный удары, что характерно для передач с 
относительно небольшими скоростями 
вращения. Вибрационный метод расчёта 
динамических нагрузок в зацеплении, 
развитый в работах Н.А. Ковалёва [3], 
предполагает в качестве основного источ-
ника возбуждения периодическое измене-
ние жёсткости зацепления в процессе пе-
ресопряжения зубьев и вследствие 
наличия кинематической погрешности 
зубьев шестерён. В зарубежных работах 
(наиболее известны исследования Кахра-
мана [6,8] и Паркера [7]) традиционно ис-
пользуются динамические модели со со-
средоточенными параметрами [4], в 
которых зубчатое зацепление представля-
ется в виде жёстких дисков, соединённых 
упругодемпфирующей связью.  

Наибольшую сложность при дина-
мическом моделировании зубчатого заце-
пления представляет оценка уровня дина-
мических напряжений, возникающих в 
элементах передачи. Наиболее точно та-
кое решение может быть получено чис-
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ленным методом решения динамических 
задач теории упругости, например мето-
дом конечных элементов (МКЭ) в дина-
мической постановке. Однако использо-
вание МКЭ эффективно лишь для 
простейшей модели одной зубчатой пары. 
Оценка динамических свойств всей 
трансмиссии обычно проводится посред-
ством аналитических динамических моде-
лей системы с сосредоточенными пара-
метрами. Свойства каждой подсистемы 
такой модели для более точного результа-
та получают путём динамического моде-
лирования в МКЭ. 

 
Динамическая модель  
зубчатого зацепления 

Динамическое моделирование про-
цесса зацепления на основе ударной тео-
рии рассматривает процесс кромочного 
удара и так называемого срединного кон-
такта зубьев передач, вызываемого нерас-
чётным входом вершин зубьев в контакт 
вследствие ошибок окружного шага. Со-
гласно этой теории модифицированные 
зубчатые передачи, изготовленные с вы-
сокой точностью, должны иметь незначи-
тельное динамическое возбуждение, за-
метно отличающееся от уровня 
динамических нагрузок в передачах, вы-
полненных без модификации. Однако на 
практике динамическое возбуждение зуб-
чатых колёс имеет отличное от данной 
гипотезы поведение. В ударной теории 
подробно не рассматривается реальный 
процесс деформации в вершине зуба, 

имеющего отличную от средней в зацеп-
лении жёсткость, радиус кривизны и на-
правление силы в зацеплении зубьев, кон-
тактирующих вне теоретической линии 
зацепления. Кроме того, авиационные 
зубчатые колёса в настоящее время изго-
тавливаются с 4-й степенью точности и 
выше, в связи с чем погрешности профиля 
и окружного шага таких зубчатых колёс 
на порядок ниже деформации зубьев под 
нагрузкой. 

Особенности поведения зубчатого 
зацепления вблизи зоны резонанса хоро-
шо описываются с помощью теории нели-
нейных параметрических колебаний. Для  
описания параметрических крутильных  
колебаний в системе используют динами-
ческие модели с сосредоточенными пара-
метрами, в качестве источника возбужде-
ния в которых рассматривается 
периодически изменяющаяся жёсткость 
зацепления [9].  

Для оценки поведения нелинейной 
системы зубчатых колёс рассмотрим 
двухмассовую систему с сосредоточен-
ными присоединёнными массами (рис. 1), 
в которой зубчатая пара представляется в 
виде двух дисков массой m1 и m2 и момен-
тами инерции 1ܬ и 2ܬ соответственно [10]. 
Оба диска соединены упруго-
демпфирующей связью, направленной 
вдоль линии зацепления зубьев. Система 
уравновешена приложенными в противо-
положных направлениях к колёсам кру-
тящими моментами M1 и M2 соответст-
венно (рис. 1). 

 
Рис. 1. Динамическая модель зацепления пары колёс
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Записав для системы уравнения Ла-
гранжа с обобщёнными координатами φ1 
и φ2, соответствующими угловым пере-
мещениям тел зубчатых колёс, имеем: 

ଵφ̈ଵܬ + ୠଵ߮ଵݎ](ݐ)ୠଵ݇௭ݎ + ୠଶ߮ଶݎ + [(ݐ)݁ + 
ୠଵφ̇ଵݎ]ୠଵܿ௭ݎ+ + ୠଶφ̇ଶݎ + [(ݐ)̇݁ =  ,(ݐ)ଵܯ
ଶφ̈ଶܬ + ୠଵ߮ଵݎ](ݐ)ୠଶ݇௭ݎ + ୠଶ߮ଶݎ + [(ݐ)݁ + 
ୠଵφ̇ଵݎ]ୠଶܿ௭ݎ+ + ୠଶφ̇ଶݎ + [(ݐ)̇݁ =  (1)  ,(ݐ)ଶܯ

где φ̈ଵ, φ̈ଶ, φ̇ଵ, φ̇ଶ – угловые ускорения и 
угловые скорости вращения колеса и шес-
терни соответственно; kz(t) – функция жё-
сткости зацепления; сz – коэффициент 
демпфирования (выбирается на основе 
результатов экспериментов); ݎୠଵ, -ୠଶ – раݎ
диусы основных окружностей зубчатых 
колёс; e(t) – функция кинематической по-
грешности зацепления, задающая допол-
нительное перемещение профилей зубьев 
друг относительно друга. На практике от-
клонение окружного шага отличается для 
каждого зуба, поэтому данная функция 
изменяется с роторной частотой. В иссле-
довании рассматривались варианты по-
грешности профиля через ошибки окруж-
ного шага по гармоническому закону с 
амплитудой, соответствующей степени 
точности изготовления колёс, либо кине-
матическая погрешность принималась по-
стоянной для каждого зуба, что допусти-
мо при высказанном выше предполо-
жении малого влияния данного источника 
возбуждения для колёс с высокой степе-
нью точности. 

Жёсткость зацепления kz(t, M) явля-
ется функцией времени и нагрузки и зави-
сит, в первую очередь, от числа находя-
щихся в зацеплении в данный момент 
времени зубьев. Обычно в моделях ис-
пользуют пульсирующий сигнал для 
функции жёсткости зацепления с вычис-
лением минимального и максимального 
значений как при помощи аналитических 
зависимостей, так и с помощью решения 
контактной задачи в МКЭ.  Однако, исхо-
дя из предположения определяющего 
влияния на динамическое поведение пе-
редачи параметров зацепления через па-
раметрическое возбуждение переменной 
жёсткости kz(t, M), необходимо подробное 

моделирование процесса зацепления, учи-
тывающее влияние геометрии зацепляю-
щихся зубьев на характер кинематической 
погрешности зацепления.  В программном 
комплексе Ansys Workbench с помощью 
модуля Transient Structural моделировался 
процесс зацепления зубьев для объёмной 
модели пары зубчатых колёс. Конечно-
элементная модель с картиной напряжён-
ного состояния (НДС) в произвольный 
момент времени показана на рис. 2. Мо-
дели колёс закреплялись на шарнирах, 
разрешающих угловые перемещения (rev-
olute joint); для шарнира ведущего колеса 
задавался закон изменения угловой скоро-
сти, обеспечивающий плавный разгон пе-
редачи; к ведомому колесу прикладывался 
внешний крутящий момент по направле-
нию, обратному вращению ведомого ко-
леса. Решалась контактная задача с трени-
ем, имитирующим коэффициент трения в 
масле f=0,02, учитывалось демпфирование 
в материале; шаг интегрирования выби-
рался равным 1х10-5с. Для устранения 
влияния динамической составляющей 
процесс зацепления моделировался при 
скорости вращения ведущей шестерни 5 
об/мин. Вычислялись угловые перемеще-
ния тел зубчатых колёс ߮ଵ и ߮ଶ, из кото-
рых находилось относительное переме-
щение точек рабочих поверхностей зубьев 
вдоль линии зацепления, и далее опреде-
лялась жёсткость зацепления. 

 
Рис. 2. Конечно-элементная модель  
зубчатой передачи с картиной НДС  

по первым главным напряжениям 
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Для сравнения с результатами экс-
периментального исследования зубчатых 
колёс на стенде в ЦИАМ параметры зуб-
чатого зацепления модели выбирались со-
ответствующими параметрам испытывае-
мых колёс (m = 4 мм, z1 = 49, z2 = 51, b=18 

мм, Mкр=2000 Нм). Испытательный стенд 
имеет механически замкнутую схему с 
созданием крутящего момента через пред-
загрузку с помощью закрутки одного из 
валов гидравлическим нагружающим уст-
ройством [11]. 

 
Рис. 3. Жёсткость зацепления для передач с ε<2 и ε>2 (HCR), полученная расчётом в МКЭ

На рис. 3 представлены результаты 
моделирования c помощью МКЭ жёстко-
сти зацепления зубчатой пары с коэффи-
циентом перекрытия ε<2 и высоким ко-
эффициентом перекрытия ε>2 передачи 
(HCR – англ. high contact ratio) с анало-
гичными параметрами профиля зубьев. 
Как видно из рисунка, передачи с высо-
ким коэффициентом перекрытия имеют 
меньший размах колебаний функции жё-
сткости и закон изменения, близкий к 
гармоническому, в отличие от пульси-
рующего у передач с ε<2. Переменная со-
ставляющая жёсткости зацепления для 
передач с ε<2 составляет 22-38%, для пе-
редач HCR 9-17%. Полученная с помо-
щью МКЭ периодическая функция жёст-
кости ݇௭(ݐ) может быть использована при 
решении системы уравнений (1) как ап-
проксимация через разложение функции в 
ряд Фурье: 

݇௭(ݐ) = ݇଴ + ∑ ݇௡ ∙ cos (݊߱௭ݐ + ௡)ேߛ
௡ୀଵ , (2) 

где ߱௭ – частота пересопряжения зубьев 
(количество входов в зацепление зубьев за 
единицу времени). 

Экспериментальные исследования 
динамики зубчатых передач показывают, 
что на резонансных режимах работы зуб-
чатой передачи динамические нагрузки 
возрастают в 2÷4 раза, а работа передачи 
может сопровождаться размыканием 
зубьев. Возможность размыкания зубьев в 
модели учитывается условием потери уп-
ругой и демпфирующей связей в зацепле-
нии в момент отрицательного значения 
разности взаимных перемещений зубьев 
до выборки бокового зазора j୬ ୫୧୬, после 
чего восстанавливается контакт передачи 
между нерабочими боковыми поверхно-
стями зубьев [8]: 
,ݐ)динܨ ߮ଵ, ߮ଶ) = 

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

݇௭(ݐ) ∙ (߮ଵ ∙ ௕ଵ+߮ଶݎ ∙ (௕ଶݎ +
+ܿ௭ ∙ (߮̇ଵ ∙ ௕ଵ+߮̇ଶݎ ∙ ,(௕ଶݎ

  если (߮ଵ ∙ ௕ଵ+߮ଶݎ ∙ (௕ଶݎ > 0,
0, если  (߮ଵ ∙ ௕ଵ+߮ଶݎ ∙ (௕ଶݎ ≤ 0 

и |(߮ଵ ∙ ௕ଵ+߮ଶݎ ∙ |(௕ଶݎ ≤ ݆௡ ୫୧୬;
݇௭(ݐ) ∙ (߮ଵ ∙ ௕ଵ+߮ଶݎ ∙ ௕ଶݎ − ݆௡ ୫୧୬) +

+ܿ௭ ∙ (߮̇ଵ ∙ ௕ଵ+߮̇ଶݎ ∙ ,(௕ଶݎ
 если (߮ଵ ∙ ௕ଵ+߮ଶݎ ∙ (௕ଶݎ ≤ 0

и |(߮ଵ ∙ ௕ଵ+߮ଶݎ ∙ |(௕ଶݎ ≥ ݆௡ ୫୧୬ .

(3) � 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета  Том 14, №3, Ч.1, 2015 
 

197 
 

Таким образом, задача динамики 
зубчатого зацепления сводится к системе 
нелинейных дифференциальных уравне-
ний, коэффициенты которых связаны ус-
ловиями потери контакта зубьев (3).  В 
общем случае, при постоянных значениях 
крутящих моментов (ܯଵ(ݐ) = const и 
(ݐ)ଶܯ = const) и использовании разложе-
ния функции жёсткости в ряд Фурье (2), 
система дифференциальных уравнений (1) 
может быть сведена к одному уравнению 
Матье, описывающему системы с пара-
метрическими колебаниями. Однако из-
вестное решение уравнения Матье услож-
няется наличием условия потери контакта 
зубьев (3), определяющим нелинейное по-
ведение системы. Поэтому необходимо 
применение численных методов для поис-
ка решений системы дифференциальных 
уравнений (1). 

 
Результаты моделирования. 
Сравнение с экспериментом 

Для решения системы нелинейных 
дифференциальных уравнений с ограни-
чениями использован пакет Matlab Sim-
ulink с построением математической мо-
дели, описывающей динамику зацепления 
в виде блочной схемы, и численным ре-
шением системы уравнений на основе од-
ношаговых явных методов Рунге-Кутты  
4-го и 5-го порядка.  

Применение пакета Matlab Simulink 
позволяет анализировать полученные ре-
зультаты широким набором инструментов, 

таким как построение амплитудно-
частотной характеристики (АЧХ)  системы 
в реальном времени, проведение спек-
трального анализа и др.  

Результаты решения системы уравне-
ний (1) показывают присутствие парамет-
рического резонанса на зубцовой частоте 
fz, который имеет вид, характерный для 
нелинейных систем с плавным нарастани-
ем динамической составляющей при про-
ходе в сторону снижения оборотов систе-
мы и ступенчатым ростом амплитуд при 
нарастании оборотов, что говорит о неус-
тойчивом характере колебаний системы в 
зоне резонанса [3,7]. Экспериментально 
показано [3,5,7], что резонансные явления 
в зубчатых передачах проявляются в ос-
новном на частотах, кратных 0.5, 1, 1.5, 2 
основного резонанса, а присутствие «по-
ловинных» гармоник является следствием 
параметрического характера резонансных 
колебаний в системе. В результате дина-
мического моделирования зацепления 
также получен рост амплитуды крутиль-
ных колебаний на половинной и кратной 
зубцовой гармонике частотах. На рис. 4 
показаны результаты численного модели-
рования крутильных колебаний с помо-
щью разработанной аналитической моде-
ли с проходом системы через собственную 
и кратные ей частоты для коэффициента 
динамической нагрузки в зацеплении KFV 
с моделированием условия разрыва кон-
такта зубьев и без учёта потери контакта. 

 

 

 
Рис. 4. Зависимость коэффициента динамической нагрузки от частоты вращения
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Для системы уравнений с моделиро-
ванием разрыва контакта зубьев харак-
терно ярко выраженное нелинейное пове-
дение в определённом диапазоне, за 
пределами которого поведение зацепле-
ния описывается так же, как и для систе-
мы без учёта условия размыкания зубьев. 
При увеличении частоты вращения на 
проходе через резонанс динамические на-
грузки скачкообразно возрастают до мак-
симального значения, а затем снижаются 
по двум разным зависимостям. При этом 
максимальное значение динамической на-
грузки определяется не уровнем демпфи-
рования в системе (которое оказывает 
очень слабое влияние на динамику пере-
дачи), а моментом начала размыкания 
зубьев при приближении частоты системы 
к резонансной. АЧХ для системы (1) без 

учёта разрыва контакта зубьев (3) имеет 
линейный характер, а максимальные зна-
чения динамических нагрузок в этом слу-
чае имеют значения, на порядок превы-
шающие существующие уровни в 
зубчатых передачах с высокой виброак-
тивностью.  

На рис. 5 показано сравнение дина-
мического отклика системы при умень-
шении а и увеличении б частоты враще-
ния зубчатых колёс. При снижении 
оборотов динамические нагрузки в систе-
ме продолжают расти и после прохода ре-
зонансной частоты до определённого зна-
чения, определяемого, в том числе, 
скоростью изменения частоты вращения, 
после чего система скачком переходит в 
устойчивое состояние. 

 
Рис. 5. Динамический отклик системы при проходе с увеличением оборотом (а) и снижением (б)

Разработанная аналитическая мо-
дель в сочетании с моделированием про-
цесса зацепления колёс в МКЭ позволяет 
оценивать влияние геометрии профиля 
зубьев через подробное моделирование 
кинематической погрешности зацепления, 
определяемой деформацией зубьев под 
нагрузкой. Для оценки влияния коэффи-
циента перекрытия передачи на уровень 
динамических нагрузок с помощью МКЭ 
были получены графики изменения жёст-
кости зацеплений для передачи с ε < 2 и 
передачи с высоким коэффициентом пе-
рекрытия ε > 2 (рис.3), которые далее пе-

редавались в решатель для системы урав-
нений (1). Результаты моделирования 
представлены на рис. 6.  

Как видно из рис. 6, динамические 
нагрузки в передачах с коэффициентом 
перекрытия ε = 2,08 в 1,3 раза ниже в 
сравнении с нагрузками в передачах со 
стандартными параметрами профиля и 
коэффициентом перекрытия ε = 1,68. Ре-
зонансная частота колебаний повышается 
для передач с ε > 2 из-за увеличения сред-
ней жёсткости зацепления в результате 
постоянного нахождения в контакте двух 
пар зубьев. При этом диапазон частот с 
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присутствием разрывных колебаний и не-
устойчивым поведением системы значи-
тельно уже для таких передач, а величина 

коэффициента динамичности на до- и   
зарезонансных режимах близка к 1. 

 
Рис. 6. Сравнение уровней динамических нагрузок для передач с различным коэффициентом перекрытия

Стоит отметить, что важным резуль-
татом моделирования является подтвер-
ждение существования разрывных коле-
баний в передаче при проходе через 
резонансные частоты, неоднократно обна-
руженных в ходе экспериментов. На рис. 
6 показано сравнение результатов моде-
лирования зубчатой пары z1 = 49 и z2 = 51, 
используемой на экспериментальном 
стенде ЦИАМ [11], с результатами изме-
рений динамических напряжений этой 

зубчатой пары на всём рабочем диапазо-
не. Оценка коэффициента динамичности в 
ходе эксперимента проводилась на основе 
результатов тензометрирования по впади-
нам зубьев экспериментальных колёс на 
механически замкнутом стенде для диапа-
зона частот вращения n = 500÷6000 
об/мин с шагом 200 об/мин. Частоты вра-
щения зубчатых колёс и пересопряжения 
зубьев определялись с помощью индук-
ционных датчиков угла поворота. 

 

 
Рис. 7. Изменение коэффициента динамической нагрузки передачи  

в зависимости от оборотов. Сравнение результатов моделирования и эксперимента
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Из рис. 7 видна удовлетворительная 
сходимость результатов моделирования 
динамики передачи и её эксперименталь-
ного исследования. На частотах вращения 
1000 об/мин и 1950 об/мин видно совпа-
дение максимальных значений амплитуд 
коэффициента динамической нагружен-
ности при моделировании и эксперимен-
те. 

Неустойчивое поведение динамиче-
ской системы зубчатого зацепления вбли-
зи резонансной частоты, подтверждённое 
математическим моделированием и экс-
периментом, создаёт неопределённость 
при определении динамической состав-
ляющей нагрузки в зоне частот вращения, 
близких к резонансной, и может приво-
дить к нестабильной работе передачи. 
Очевидно, что при проектировании необ-
ходимо избегать работы зубчатой переда-
чи вблизи зон неустойчивости и по воз-
можности выводить режим работы 
передачи в зарезонансную зону.  

 

Заключение 
Результаты динамического модели-

рования зубчатого зацепления с помощью 
предложенной аналитической модели де-
монстрируют нелинейное поведение сис-
темы вблизи резонансных частот, которое 
при определённых условиях может сопро-
вождаться потерей контакта зубьев. Также 
показано, что вблизи резонансных частот 
передача может иметь различный уровень 
динамических нагрузок, определяемый 
направлением изменения её частоты вра-
щения. Подтверждено, что передачи с ко-
эффициентом перекрытия больше двух 
имеют меньшую виброактивность в 1,3 
раза в сравнении с передачами со стан-
дартным профилем,  а также имеют более 
устойчивое поведение вблизи резонанс-
ных частот. Результаты моделирования 
имеют удовлетворительную сходимость с 
экспериментом, проведённым на экспе-
риментальном стенде в ЦИАМ. 
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DYNAMIC MODELLING OF NON-LINEAR VIBRATIONS IN CYLINDRICAL 
TOOTH GEARING OF AIRCRAFT DRIVE SYSTEMS 
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The results of modeling nonlinear parametric vibrations in aircraft tooth gears are presented in the paper.  

Resonance vibration with loss of tooth contact is analyzed.  A lumped-parameter dynamic model of cylindrical 
gears is investigated using the results of gear stiffness modeling obtained from a finite element model for simu-
lating elastic-damping connection for each step during one phase of mesh. Parametric vibrations of a system with 
base excitation due to variable mesh stiffness and non-linear effects determined by modeling the conditions of 
loss of tooth contact are studied. It is shown that the maximal level of dynamic loads does not exceed a limit 
value determined by the presence of discontinuous vibrations in the system. A number of parametric studies are 
presented to demonstrate the influence of major gear contact ratio on the resultant dynamic behavior. The results 
obtained by the numerical simulation of steady-state responses of two different pairs of spur gears are in satisfac-
tory agreement with the experimental results.  
 

Geared pairs, dynamic model, parametric vibrations, finite element method. 
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