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Введение 

Для предсказания развития повреждённости в процессах обработки металлов дав-
лением применяются три группы моделей. К первой группе относятся несвязные моде-
ли, обзор которых представлен в [1 – 4]. При использовании таких моделей развитие 
повреждённости в материале рассчитывается после решения краевой задачи теории 
пластичности. Ко второй группе относятся частично связные модели, например [5].  
В этом случае параметр повреждённости влияет на условие пластичности, но не влияет 
на закон пластического течения. К третьей группе относятся полностью связные моде-
ли, например [6]. В этом случае параметр повреждённости входит в условие пластично-
сти и закон пластического течения. Широко используемый класс несвязных моделей 
основан на диаграмме пластичности [7; 8]. Соответствующие критерии пластического 
разрушения предложены и применены в [7; 9]. В настоящей работе критерий разруше-
ния, основанный на диаграмме пластичности, применяется для определения степени 
использования запаса пластичности при одновременном изгибе и растяжении листа в 
условиях плоскодеформированного состояния. 

Гибка является широко распространённой операцией листовой штамповки [10]. 
Одни из первых теоретических решений для анализа этого процесса были получены в 
[11 – 13]. При применении критериев пластического разрушения необходимо следить 
за напряжённо-деформированным состоянием в материальной точке в процессе дефор-
мирования. В связи с этим целесообразно использовать решения в лагранжевых коор-
динатах. Такие решения получены в [14; 15]. В настоящей работе анализ развития по-
вреждённости проводится на основе решения, представленного в [15]. 
 

Модель материала 

При применении несвязных моделей пластического разрушения необходимо 
сформулировать определяющие уравнения, служащие для расчёта напряжённо-
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деформированного состояния, и уравнения для предсказания возникновения пластиче-
ского разрушения. К первой группе уравнений относится условие пластичности, ассо-
циированный закон пластического течения и закон деформационного упрочнения.        
В случае плоскодеформированного состояния несжимаемого материала любое изо-
тропное условие пластичности принимает форму: 
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      (1) 

 

где 0  – характерное напряжение; 1  и 2  – главные напряжения в плоскости изгиба; 
p

eq  – эквивалентная пластическая деформация;  p
eq  – произвольная функция p

eq , 

удовлетворяющая условиям  0 1   и 0p
eqd d   для всех значений p

eq . В дальней-

шем для определённости будем считать, что выполняется условие Мизеса и 0  – 

начальный предел пластичности при одноосном растяжении. Тогда эквивалентная ско-
рость пластической деформации в рассматриваемых условиях определяется как  
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где 1
p  и 2

p  – пластические составляющие главных полных скоростей деформации, 

которые обозначаются как 1  и 2 . Эквивалентная пластическая деформация опреде-

ляется из уравнения 
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где d dt  обозначает материальную производную. Упругие деформации связаны с 
напряжениями законом Гука. Кроме того, 

 

 1 1 1 ,p e           2 2 2 ,p e      (4) 
 

где 1
e  и 2

e  – упругие составляющие главных скоростей деформации. 

Диаграмма пластичности выражается соотношением 
 
   ,f

eq G    (5) 

 
где f

eq  – эквивалентная пластическая деформация при возникновении разрушения; 

  – параметр трёхосности напряжённого состояния;  G   – функция  , определяе-

мая из эксперимента. Параметр трёхосности напряжённого состояния определяется со-
отношением 
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где   – гидростатическое напряжение и M  – напряжение Мизеса.  
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Из (6) видно, что параметр трёхосности напряжённого состояния пропорционален 
показателю напряжённого состояния, используемому в [7]. Принимая во внимание (1), 
уравнение (6) можно переписать в виде: 
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  (7) 

 
Условие разрушения, предложенное в [9], имеет вид 
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eq avG    (8) 
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Процесс 

Рассматривается процесс совместного изгиба и растяжения листа в условиях 
плоскодеформированного состояния в приближенной постановке (рис. 1). В частности, 
предполагается, что давление P, действующее на поверхность CD, распределено рав-
номерно, поверхности BC и AD представляются прямыми линиями, а поверхности AB и 
CD – дугами окружностей в ходе всего процесса деформирования. Для модели упруго-
пластического несжимаемого материала напряжённо-деформированное состояние при 
деформации прямоугольника (рис. 1, а) в круговой сектор (рис. 1, б) определено в [15]. 
Ниже приводятся основные уравнения, необходимые для применения условия разру-
шения (8). 

 

  

a б 
 

Рис. 1. Схематическая диаграмма процесса и координатные системы: 
а – начальное состояние листа; б – деформированное состояние листа 
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Вводятся три системы координат:  ,x y ,  ,r   и  ,  . Начало декартовой си-

стемы координат  ,x y  выбирается в точке пересечения оси симметрии процесса и по-

верхности AB. Причём ось x совпадает с осью симметрии. Начало полярной системы 

координат  ,r   совпадает с точкой пересечения продолжения отрезков BC и AD. При-

чём, 0   соответствует оси симметрии процесса. Система координат  ,   лагран-

жева. Причём в начальный момент времени x H  и y H  (рис. 1, а), где H – 
начальная толщина листа. Эти уравнения показывают, что 0   на AB и 1    на CD 
в течение всего процесса деформирования. Половина начальной ширины листа обозна-
чена L. Лагранжева и декартова системы координат связаны соотношениями 
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         (10) 

 
Здесь s – функция a, которая должна быть определена в ходе решения краевой за-

дачи, а a – параметр, играющий роль времени. В начале процесса 0a   и 1 4s  . По-
лярный радиус связан с лагранжевой системой координат соотношением: 
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Сила F, приложенная к сторонам BC и AD, связана с давлением P уравнением 
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p
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  (12) 

 

где 0p P   и  0f F H .  

Можно выделить три характерных стадии процесса деформирования. На первой 
стадии весь лист находится в упругом состоянии. Эта стадия заканчивается, когда 
условие пластичности начинает выполняться на поверхности AB. Соответствующие 
значения a и s, обозначенные как ea  и es , определяются как 
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где  0 3k G  и G – упругий модуль сдвига. При ea a  реализуется вторая стадия 

процесса, характеризующаяся упругой областью 11      и пластической областью 

1 0   . Положение упругопластической границы 1   зависит от a. На этой ста-

дии имеют место следующие соотношения: 
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Здесь 1  – значение p
eq  на поверхности AB и  p

eq  – первообразная  p
eq . Решение 

системы (14) позволяет найти зависимости s, 1  и 1  от a при заданном значении f. Эта 

стадия процесса заканчивается, когда условие пластичности начинает выполняться на 
поверхности CD. Соответствующее условие имеет вид 
 

     1 1exp 3 exp 3 4 .k k a         (15) 

 
Это уравнение и решение системы (14) определяют значение 1 , при котором за-

канчивается вторая стадия процесса. Это значение обозначается  1
1 . Соответствующий 

параметр a и все параметры, зависящие от a, теперь могут быть определены с помощью 

решения системы (14). При  1
1 1   реализуется третья стадия процесса, характеризу-

ющаяся упругой областью 2 1     и двумя пластическими областями, 1 0    и 

21     . Положение второй упругопластической границы 2   также зависит от a. 

На этой стадии имеют место следующие соотношения: 
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Здесь 2  – значение p
eq  на поверхности CD. Система (16) состоит их пяти уравнений 

для определения зависимостей a, s, 1 , 2  и 1 от 2 . 

Напряжения в лагранжевой системе координат являются главными. Распределе-
ния этих напряжений по толщине листа в пластических областях имеют вид 
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в области 21     . Распределения эквивалентной пластической деформации в пла-

стических областях определяются из уравнений: 
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Первое уравнение относится к области 1 0   , второе – к области 21     . 

С помощью (7), (18) и (19) можно вычислить распределение величины   по толщине 
листа на любой стадии процесса и в любой материальной точке. В частности, 

  2     .  

 
Развитие повреждённости 

Применение критерия пластического разрушения (8) требует вычисления величи-
ны av  по уравнению (9). Из (7) и (9) следует 
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Подынтегральное выражение включает величину  . При вычислении интеграла 

эта величина фиксирована (определяет материальную точку, в которой вычисляется 
изменение av  во времени). Нижний предел интегрирования t  соответствует величине 

t, при которой упругопластическая граница совпадает с фиксированной величиной  . 
Исключая в (20) гидростатическое напряжение с помощью (17) и (18), получим 
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в области 21     . Очевидно, что величины t , входящие в (21) и (22), имеют раз-

ные значения. Подставляя (19) в (3), найдём 
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в области 21     . В уравнениях (23) и (24) введено обозначение  ' p p

eq eqd d    . 

Подставляя (23) и (24) в (21) и (22), соответственно, и переходя от интегрирования по t 
к интегрированию по a, получим 
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в области 1 0    и  
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в области 21     . В этих уравнениях a  – величина a при t t   и 
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В (27) и (28) эквивалентная пластическая деформация должна быть исключена с 

помощью (19). Кроме того, s, 1  и 2  – функции a, известные из решения, представлен-

ного в предыдущей секции. Таким образом, интегрирование в (25) и (26) может быть 
выполнено численно.  

Диаграмма пластичности для стали C45 была экспериментально определена в 
[16]. Функция G, входящая в (8), имеет вид 

 

    0,8exp 2,37 .av avG      (29) 

 
Закон упрочнения определён в [17]. Функция  , входящая в (1), имеет вид 
 

    0,345
1 2,3 .p p

eq eq      (30) 

 
Численное интегрирование было выполнено для 0,003k   и нескольких значе-

ний  f. На рис. 2 показан участок диаграммы пластичности (линия 1) и зависимости эк-
вивалентной пластической деформации от av  для 0, 2f  , 0, 4f   и 0,6f  . Эти за-

висимости очень слабо зависят от величины f и все они обозначены цифрой 2. 
Пересечение кривых 1 и 2 определяет значение эквивалентной пластической деформа-
ции при разрушении и место возникновения разрушения. В частности, разрушение 
наступает на поверхности AB, свободной от напряжений, что и является причиной пре-
небрежимо малого влияния величины f на форму кривых 2. При этом эквивалентная 
пластическая деформация точек этой поверхности при разрушении равна 1 0,013f  . 

Величины s и a, соответствующие этому значению 1 , также вычисляются в ходе чис-

ленного решения. Радиус поверхности CD определяется из (11) при этих значениях s и 
a, а также при 1   . Этот радиус зависит от f  (табл. 1).  
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Таблица 1. Зависимость величины радиуса поверхности CD при возникновении разрушения от  f 

f 0,2 0,4 0,6 

CDR H  36,2 40,2 44,3 

 

 
 

Рис. 2. Диаграмма пластичности и зависимость эквивалентной пластической деформации 

 от av  в области, прилегающей к поверхности AB 

 
 

Рис. 2 также иллюстрирует степень использования запаса пластичности по тол-
щине листа вблизи поверхности AB. Использованный запас пластичности вблизи упру-
гопластической границы 1   и в пластической области 21      незначительный.  

 
Заключение 

Выполнен общий анализ развития повреждённости при совместном изгибе и рас-
тяжении листа в условиях плоскодеформированного состояния с использованием кри-
терия пластического разрушения, основанного на диаграмме пластичности. Решение 
сводится к вычислению обыкновенных интегралов и иллюстрируется на примере рас-
чёта стального листа, свойства материала которого известны из литературы. Разруше-
ние, как и ожидается, наступает на внешней поверхности листа. Решение определяет 
зависимость радиуса внутренней поверхности в момент возникновения разрушения от 
растягивающей силы и степень использования запаса пластичности по толщине листа. 
При этом в пластической области вблизи внутренней поверхности листа израсходован-
ный запас пластичности пренебрежимо мал, так как эквивалентная пластическая де-
формация, приводящая к разрушению при данном напряжённом состоянии, велика. 
Кроме того, израсходованный запас пластичности также пренебрежимо мал в окрест-
ности упругопластической границы в пластической области, примыкающей к внешней 
границе листа, что связано с малой величиной эквивалентной пластической деформа-
ции вблизи упругопластической границы. 

 
Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект     

№ 23-21-00335). 
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A semi-analytical solution is constructed to determine the through-thickness distribution of the average 
stress triaxiality parameter included in the ductile fracture criterion in sheet bending under the action of 
a bending moment and tensile force. It is assumed that the condition of the sheet is plain-strain. The 
sheet material is elastic-plastic, and the uniaxial yield stress is an arbitrary function of the equivalent 
plastic strain. The solution allows for predicting the occurrence of plastic fracture and the distribution 
of the degree of use of the plasticity reserve over the sheet thickness. 
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