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Предлагается алгоритм для оценивания углового ускорения по тангажу при наличии шумов 
измерений. Угловые скорости и углы Эйлера, фиксируемые навигационной системой, 
интерполируются при помощи Эрмитовых сплайнов третьего порядка, дифференцирование 
которых позволяет найти оценки углового ускорения по тангажу. В данной работе для 
сравнения анализируется известный метод численного дифференцирования – метод 
Поплавского аппроксимации первой производной, основанный на полиномиальной регрессии. 
Результаты моделирования, полученные с помощью предложенного алгоритма, сравниваются с 
результатами, полученными с использованием метода Поплавского. Результаты показывают, 
что предложенный в работе алгоритм оценки углового ускорения по тангажу обеспечивает 
более высокую точность, в том числе при наличии шумов измерений, за счёт комплексирования 
информации от двух различных датчиков, замеряющих угол тангажа и угловую скорость по 
тангажу. 
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Введение 

Оценивание аэродинамических коэффициентов имеет большое значение для про-
ектирования систем управления и моделирования лётно-технических характеристик 
самолёта [1; 2]. При этом необходимо точно оценить угловое ускорение по тангажу. 
Традиционно угловое ускорение по тангажу может быть оценено путём дифференци-
рования угловой скорости по тангажу с использованием известных традиционных ме-
тодов численного дифференцирования. Но выходные сигналы датчиков содержат шу-
мы, то есть случайные погрешности измерений. Метод, предлагаемый в настоящей 
статье, предполагает измерение двух величин: угола тангажа одним датчиком и угло-
вой скорости другим датчиком. Анализ этих двух измерений может значительно повы-
сить точность и надёжность оценки углового ускорения. 

Преимущество такого подхода заключается в повышении точности расчётов 
ускорения по тангажу, снижении влияния шумов измерений и более точном описании 
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всей динамики самолёта. Вместе с тем у этого метода есть некоторые ограничения, свя-
занные с повышением вычислительной сложности и необходимости тщательного под-
бора узлов сплайна. 

В целях фильтрации шумов измерений и оценки производных широко использу-
ются, например, методы численного дифференцирования, фильтры Калмана и сплайн-
аппроксимация [3 – 5]. 

В задаче численного дифференцирования хорошие результаты даёт известный 
метод Поплавского [4]. Этот метод обладает способностью к значительному сглажива-
нию зашумлённых сигналов. 

Традиционно методы численного дифференцирования становятся неэффективны-
ми при наличии шумов измерений [5; 6]. Метод Поплавского превосходит их в аппрок-
симации производных при наличии шумов измерений, поскольку использует сглажива-
ние на «скользящем» интервале (окне). Увеличение ширины окна повышает степень 
сглаживания и подавляет влияние шумов, хотя и искажает в некоторой степени дина-
мические свойства сигнала.  

Различные варианты фильтра Калмана в целом дают хорошие результаты, однако 
как показано в работе [7], простая аппроксимация сплайнами во многих случаях оказы-
вается более эффективной, чем относительно сложный фильтр Калмана. В предлагае-
мом алгоритме, как и в работе [7], используются преимущества сплайн-аппроксимации, 
прежде всего свойства Эрмитовых сплайнов третьего порядка. 

 
Описание метода Поплавского 

Задача оценивания производных угловой скорости возникла в практике обработки 
данных лётных испытаний в связи с необходимостью определения аэродинамических 
моментов, действующих на летательный аппарат в полёте, которые пропорциональны 
производным соответствующих угловых скоростей летательного аппарата, измеряемых 
в полёте. Опыт практического определения производных угловых скоростей с исполь-
зованием алгоритма Поплавского показал, что рациональный выбор длительности 
«скользящего» интервала («скользящего» окна) обеспечивает компромисс между хо-
рошим сглаживанием шумов и удовлетворительным уровнем динамических погрешно-
стей при аппроксимации сигнала [8; 9]. В формуле Поплавского при оценке первой 
производной функции  y t  используются сглаживающие полиномы: 
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; jb коэффициенты сглаживаю-

щего полинома; m   число, определяющее количество отсчётов в «скользящем» окне; 

1i ih t t   интервал дискретизации, c . 

Общее число обрабатываемых точек (отсчётов) на «скользящем» интервале 
2 1m , а длина «скользящего» интервала во времени 2mh . 

 
Алгоритм аппроксимации кубическим сплайном Эрмита 

Для того, чтобы применить формулы Эрмитова сплайна третьего порядка, необ-
ходимо сгенерировать узлы в соответствии с интервалом времени обработки и длиной 
исходного сигнала. Для удобства обычно выбирают узлы таким образом, чтобы интер-
вал между двумя узлами был постоянным [10 – 13]. 
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Пусть требуется аппроксимировать некоторую скалярную функцию  f x , опре-

делённую на интервале  1, Mx x x . Пусть на этом интервале заданы M  значений 

, 1,2...jx j M , которые называются узлами сплайна. Тогда для точки, принадлежащей 

отрезку  1,i ix x  , значение аппроксимирующего сплайна рассчитывается по формуле 

[10; 14]: 
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Такой сплайн на всем отрезке  1, Mx x x  является непрерывной скалярной функ-

цией, и имеет непрерывную первую производную [14 – 17]. Этим выбором определя-
ются свойства гладкости формируемых управлений. Значения аппроксимируемой 
функции и её производной в узлах сплайна формируют вектор априорно неизвестных 
параметров, однозначно описывающих сплайн [18; 19]. 

 
Постановка задачи 

Из общей математической модели движения летательного аппарата [20] выбраны 
следующие уравнения, которые описывают движение в каналах тангажа и крена: 
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где  X t  – вектор состояния;    , γt t  – угол тангажа и угол крена;  U t  – вектор 

параметров управления;      ω , ω , ωx y zt t t  – угловая скорость по крену, угловая ско-

рость по рысканию и угловая скорость по тангажу, соответственно. 
Для применения предлагаемого метода определения производной угла тангажа 

допустим, что боковое движение пренебрежимо мало, то есть угол крена и угловые 
скорости крена и рыскания в уравнениях (3) и (4) равны нулю. Тогда модель объекта 
принимает следующий вид: 
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   X t t , 

 

   zU t t . 

 
На рис. 1 представлены сигналы, использованные в данном исследовании для 

оценивания углового ускорения по тангажу по предложенному алгоритму. Использу-
ются как угол тангажа, так и угловая скорость по тангажу при условии наличия шумов 
измерений. Следует отметить, что для оценивания углового ускорения по тангажу ме-
тодом Поплавского требуется только угловая скорость по тангажу также при наличии 
шумов измерений. 

 
Рис. 1. Сигналы, необходимые для оценивания углового ускорения по тангажу 

 
 

Алгоритм оценивания углового ускорения по тангажу 

Вывод расчётных формул предложенного алгоритма осуществлялся с учётом 
формулы (2), используемой для интерполяции сигнала тангажа Эрмитовым сплайном 
3-го порядка. С учётом (1) был предложен алгоритм оценивания первой и второй про-
изводных, где исходный угол тангажа на участке между рассматриваемыми узлами 
обозначен if  и 1if  , а угловая скорость тангажа if   и 1if  . Угловое ускорение  y x  по 

тангажу оценивается с помощью следующих формул: 
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где 0α if ; '

1α i if h ; 2 1 1α 3 3 2i i i i i if f f h f h       ; ' '
3 1 1α 2 2i i i i i if f f h f h     ; 

( )y x оценка углового ускорения по тангажу. 
Для оценивания углового ускорения по тангажу моделировался участок полёта 

длительностью 64 с при частоте дискретизации 16 Гц.  Для сплайн-аппроксимации за-
давались 120 узлов. Случайные погрешности по тангажу и угловой скорости моделиро-
вались гауссовским случайным процессом с нулевым математическим ожиданием и 
среднеквадратическими отклонением соответственно 0,05 рад и 0,05 рад с . Сравнение 
выполнялось для трёх наборов экспериментальных результатов путём изменения дли-
тельности «скользящего» окна при использовании метода Поплавского.  

 
Экспериментальные результаты 

Задача 1 

Результаты, полученные при оценивании углового ускорения по тангажу, пред-
ставлены на рис. 2. Здесь параметр «скользящего» окна, используемого в методе  
Поплавского, 11m  , что соответствует длительности окна 

 окна 2 2 11 1 16 1, 4Т mh     с. 

 
 

 
 

Рис. 2. Истинные значения углового ускорения по тангажу  
и оценки, полученные предложенным методом и методом Поплавского 

 
 
 

Значения среднеквадратического отклонения (СКО), оценивающие эффектив-
ность предложенного метода и метода Поплавского, представлены в табл. 1. 



                   Авиационная и ракетно-космическая техника 
                  Aviation and Rocket-Space Engineering 

63 

Таблица 1. Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом и расчётными сигналами 

11m   

№ Описание параметра СКО  2рад с  

1. 
Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом 
и сигналом, оценённым предложенным методом 

0,0667 

2. 
Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом 
и сигналом, оценённым методом Поплавского 

0,1641 

 
Согласно результатам, представленным в табл. 1, очевидно, что предложенный 

метод проявляет лучшую эффективность, чем метод Поплавского. Следует отметить, 
что среднеквадратические отклонения оценённого углового ускорения по тангажу при 
применении предложенного метода, представленные в табл. 1, рассчитаны с использо-
ванием всего интервала обработки. Согласно рис. 1, очевидно, что метод Поплавского 
недостаточно эффективен для получения точных производных в граничных точках. 
Предлагается при расчёте среднеквадратических отклонений обрезать левую и правую 
границы скользящего окна в соответствии с его размером.  

 
Задача 2 

В задаче 2 длительность «скользящего» окна, используемого в методе Поплавско-
го, равна примерно 2 с, что соответствует значению параметра 15m  . Оценённые уг-
ловые ускорения по тангажу представлены на рис. 3. 

 
 

 
 

Рис. 3. Истинные значения углового ускорения по тангажу  
и оценки, полученные предложенным методом и методом Поплавского 

 
 
 

Значения среднеквадратического отклонения, оценивающие эффективность пред-
ложенного метода и метода Поплавского, представлены в табл. 2. 
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Таблица 2. Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом и расчётными сигналами 

m = 15 

№ Описание параметра СКО  2рад с  

1. Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом 
и сигналом, оценённым предложенным методом 

0,0664 

2. Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом 
и сигналом, оценённым методом Поплавского 

0,1251 

 
 

Согласно результатам, представленным на рис. 3 и в табл. 2, очевидно, что метод 
Поплавского сглаживает зашумлённый сигнал лучше благодаря увеличению размера 
«скользящего» окна   1 5m , однако предложенный метод сохраняет преимущество. 

 
Задача 3 

Для значения «скользящего» окна в методе Поплавского 

 окна 2 2 30 1 16 4Т mh    с (соответствует параметру 30m  ) оценённые угловые 

ускорения по тангажу представлены на рис. 4.  
 
 
 

 
 

Рис. 4. Истинные значения углового ускорения по тангажу  
и оценки, полученные предложенным методом и методом Поплавского 

 
 
 
 

Значения среднеквадратического отклонения, оценивающие эффективность пред-
ложенного метода и метода Поплавского, представлены в табл. 3. 
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Таблица 3. Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом и расчётными сигналами 

30m   

№ Описание параметра СКО  2рад с  

1. Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом 
и сигналом, оценённым предложенным методом 

0,0675 

2. Среднеквадратическое отклонение между истинным сигналом 
и сигналом, оценённым методом Поплавского 

0,0796 

 
 
Из табл. 3 видно, что увеличение длительности «скользящего» окна в методе По-

плавского (в Задаче 3 т = 30) обеспечивает снижение влияния шумов, хотя предложен-
ный алгоритм по-прежнему сохраняет преимущество. 

 
 

Заключение 

В данной статье предложен новый алгоритм для оценивания углового ускорения 
по тангажу с использованием угла тангажа и угловой скорости по тангажу, который 
повышает точность при наличии случайных погрешностей. Результаты предложенного 
метода были сравнены с результатами, полученными с помощью известного метода 
Поплавского. Предложенный метод, основанный на Эрмитовых кубических сплайнах, 
обеспечивает значительно более точную оценку углового ускорения по тангажу без по-
грешностей в граничных точках. Погрешности оценивания в граничных точках появ-
ляются при использовании метода Поплавского и влияют на точность оценки углового 
ускорения. Предложенный метод, основанный на сплайнах Эрмита, использует угол 
тангажа и угловую скорость по тангажу, которые можно легко оценить или измерить с 
помощью датчиков. Предложенный в настоящей работе численный метод обеспечивает 
более точную оценку углового ускорения по тангажу. 
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In this paper, a novel algorithm is proposed to accurately estimate pitch acceleration that is crucial for 
moment coefficient estimation of the mathematical model of aircraft and control design in the presence 
of measurement noise. The angular velocity of the body as well as the Euler angles provided by the 
navigation system are used to interpolate the attitude trajectories using an algorithm based on the 
Hermite-spline polynomial. By differentiating the resultant trajectory function, the angular acceleration 
can be estimated accurately. This paper also analyzes a well-known method-Poplavski method based 
on polynomial regression, developed by the Russian scientist B.K. Poplavski to estimate derivatives. 
The simulation results obtained from the novel algorithm are compared with those obtained using the 
Poplavski method. The results verified that the novel algorithm that uses both pitch angle and angular 
velocity provides better accuracy in estimating pitch acceleration than the Poplavski method does, 
regardless of the sampling rate, which is very important in numerical differentiation and the noise 
level. 
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