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Предлагается новая концепция положительно (отрицательно) инвариантных многообразий диффе-

ренциальных систем с нелипшицевыми нелинейностями. Применение данной концепции позволяет по-
низить порядок таких систем. Показано, что сингулярно возмущённая система трех уравнений (радиус 
капель, температура газа, концентрация горючего), описывающая испарение и воспламенение монодис-
персного спрея, имеет притягивающее инвариантное многообразие. Это позволяет привести данную сис-
тему к системе из двух уравнений, описывающих температуру газа и концентрацию горючего, когда 
процесс испарения капель завершён. Дополнительное уравнение описывает уменьшение радиуса капель, 
когда изменения температуры газа и концентрации горючего предполагаются малыми. 

 
Инвариантные многообразия, негладкие нелинейности, редукция, дизельный двигатель, горючий 

спрей. 
 
 
Модель воспламенения  
в дизельном двигателе 

 
Процесс воспламенения рассматри-

вается в предположении об одностадий-
ной химической реакции согласно закону 
Аррениуса с постоянным предэкспонен-
циальным фактором. Это допустимо, если 
концентрация горючего настолько мала, 
что изменение процентной концентрации  
расходуемого кислорода можно не учиты-
вать. При таком подходе не принимаются 
во внимание некоторые важные эффекты, 
свойственные процессу самовоспламене-
ния, такие как формирование холодных 
пламен, но в то же время можно адекват-
но описывать общий баланс энергии. Сле-
дуя работам [1, 2], в модель включаем 
уравнения баланса энергии, радиуса капли 
и концентрации горючего газа, которые в 
безразмерной форме имеют вид 
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θ  − безразмерная температура газа; η  − 
безразмерная концентрация горючего га-
за; r  − безразмерный радиус капель; γβ ,  
− традиционные параметры в теории теп-
лового взрыва Семёнова; β  – приведён-
ная начальная температура по отношению 
к так называемой температуре активации; 
γ  представляет конечную безразмерную 
адиабатическую температуру термически 
изолированной системы после взрыва. 
Характерные значения этих параметров 
малы по отношению к единице для ти-
пичных газовых смесей благодаря высо-
кой экзотермичности химической реакции 
и высокой энергии активации [1]. Пара-
метры 21, εε  характеризуют взаимодейст-
вие между газовой и жидкой фазами, а 
параметр 3ε  характеризует влияние теп-
ловой радиации и представляет собой от-
ношение коэффициентов лучевой и кон-
вективной теплопередачи. Характерные 
значения ψ лежат в диапазоне 10-100 и 
выше [1].  
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Начальные условия для уравнений 
(1)−(3) имеют вид 

.1)0(,)0(,)0( 00 === rηηθθ     (4) 
Интеграл энергии для уравнений 

(1)−(3) может быть представлен следую-
щим образом: 
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Уравнения (1)−(3) позволяют найти 
условия равновесия. Естественно ожи-
дать, что завершение процессов испаре-
ния и горения приводит к равенствам 

0,0 == ηr . Это позволило найти выраже-
ние для температуры в конце процессов: 
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Редукция системы 

 
Метод интегральных многообразий 

обычно применяется для исследования 
систем дифференциальных уравнений с 
достаточно гладкими правыми частями, 
хотя есть примеры успешного применения 
этого метода даже для редукции (пониже-
ния размерности) систем с разрывными 
правыми частями [3]. В данной работе об-
суждается вопрос о возможности редук-
ции систем с негладкими, более того, с 
нелипшицевыми нелинейностями. На-
помним, что векторная функция F(z) на-
зывается липшицевой или, более точно, 
удовлетворяющей условию Липшица с 
константой L в некоторой области изме-
нения векторного аргумента z,  
если имеет место неравенство 

|||)()(| 2121 zzLzFzF −≤−  для любых 

2,1 zz  из этой области.  
В последние годы появились статьи, 

посвященные исследованию моделей хи-
мической кинетики с нелипшицевыми не-
линейностями (см., например, [1]). К со-
жалению, в этих работах сначала излага-
ются общеизвестные результаты теории 
интегральных многообразий сингулярно 
возмущённых систем с гладкими правыми 
частями, а затем рассматриваются физи-
ческие задачи, к  которым эти результаты 

неприменимы. Следует отметить, что 
можно ввести понятие положительно (от-
рицательно) инвариантного множества, 
т.е. множества, обладающего следующим 
свойством: если точка траектории при-
надлежит этому множеству в некоторый 
момент времени t=t0, то соответствующая 
положительная ( 0tt ≥ ) (отрицательная 
( 0tt ≤ )) полутраектория принадлежит 
этому множеству целиком. Если множест-
во является и положительно и отрица-
тельно инвариантным, то оно инвариант-
но. Для систем с липшицевыми правыми 
частями эти три понятия эквивалентны. 
Ясно, что притягивающие положительно 
инвариантные множества могут использо-
ваться для понижения размерности моде-
лей, но обоснование такой возможности 
выходит за рамки теории метода инте-
гральных многообразий и требует приме-
нения другого математического аппарата. 

Введение новых переменных 
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Типичные значения параметров в 
случае дизельного двигателя подчиняются 
неравенствам 1//1 2 <<< βγε  (для значе-
ний параметров, которые будут обсуж-
даться ниже 268,0/ =βγ , 0058,0/1 2 =ε  
при начальной температуре на поверхно-
сти капель 600 K и 0084,0/1 2 =ε  при 
300 K). Это даёт возможность различать 
характерные значения величин 

βγε /,/1 2  в системе (6)−(8), вводя ие-
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рархию переменных: переменная q явля-
ется быстрой, переменная p − более мед-
ленная и переменная s − самая медленная. 
Таким образом, система (6)−(8) может 
рассматриваться как сингулярно возму-
щённая с малым параметром 2/1 εν = . 

Полагая 0=ν , из уравнения (7) для 
быстрой переменной получаем  
уравнение медленной поверхности 

.),(0 3/1
1 qpFqε−=  Заметим, что функция 

F(p,q) принимает положительные значе-
ния, следовательно, данное уравнение да-
ёт единственное решение q=0, описы-
вающее медленную поверхность системы 
(6)−(8). Плоскость q=0 представляет со-
бой притягивающее положительно инва-
риантное множество дифференциальной 
системы (6)−(8). 

Нетрудно заметить, что функция 
F(p,q) в окрестности нуля не удовлетворя-
ет условию Липшица по переменной q. 
Нарушение этого условия ведёт к тому, 
что не выполняется теорема о существо-
вании интегрального многообразия [4, 5] 
и сам метод нахождения многообразия в 
виде разложения по степеням ν  непри-
меним. Именно на данном этапе наблю-
даются разногласия в теории и её приме-
нении в статье [1].  

Для обоснования допустимости пе-
рехода от полной системы (1)−(3) к сис-
теме меньшей размерности на плоскости 
q=0 покажем, что эта плоскость является 
притягивающим положительно инвари-
антным множеством. Для этого достаточ-
но проверить, что положение равновесия 
q=0 так называемого присоединённого 
уравнения 

3/23/1 qBqA
ds
dq

−−=  

асимптотически устойчиво [4, 5]. Для 
проверки рассмотрим функцию Ляпунова 
V(q)=1/2 q², производная которой  
в силу присоединённого уравнения 

( )0,3/53/4 ≥−−= qqBqA
ds
dV  отрица-

тельно определена, что и означает выпол-

нение требования асимптотической ус-
тойчивости. 

Можно выделить два этапа в дина-
мике химической системы. Первый отве-
чает процессу испарения и траектории 
системы (6)−(8), соответствующие этому 
этапу химической реакции, за очень ко-
роткий отрезок времени выходят на плос-
кость q=0. При этом значения переменной 
q изменяются очень быстро на фоне почти 
неизменных значений p и s. После окон-
чания процесса испарения (в данном слу-
чае при q=0, или в исходных переменных 
при r=0) порядок системы (1)−(3) может 
быть понижен и можно переходить к ис-
следованию зависимости между перемен-
ными θ  и η . 

 
Испарение капель 

 
Капли топлива, введённые в горячий 

воздух, воспламеняются не мгновенно. 
При воспламенении процесс испарения 
проходит более интенсивно за счёт высо-
кой температуры в процессе сгорания. 
Одновременно с ускорением испарения в 
этот момент происходит некоторое замед-
ление, так как появляются продукты сго-
рания, затрудняющие подвод кислорода 
воздуха к испаряющемуся топливу. Это 
обстоятельство обуславливает необходи-
мость вести рабочий процесс в дизеле с 
некоторым избытком воздуха. 

На процесс испарения капли влияют 
различные факторы: свойства топлива, 
температура газа, окружающего каплю, 
диаметр (радиус) капли. Топливо пред-
ставляет собой смесь многих фракций; 
при нагревании капли вначале испаряются 
лёгкие фракции, в уменьшающейся капле 
остаются фракции более тяжёлые, поэто-
му температура капли в процессе горения 
нарастает. Однако если испарение капли 
происходит очень быстро, диффузионные 
процессы выравнивания состава внутри 
капли практически отсутствуют и можно 
считать, что испаряется жидкость одного, 
среднего состава, а температура капли в 
процессе испарения остаётся постоянной, 
равной температуре кипения. При этом 
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считается, что теплообмен между пламе-
нем и каплей осуществляется за счёт кон-
векции. 

Используя замену переменной τντ =  
в (6)−(8), получаем следующую систему: 
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Полагая малый параметр ν  равным 
нулю, из последней системы имеем 
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d
dp  и, в соответствии с началь-

ными условиями (4), получаем  
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С физической точки зрения это оз-

начает, что переменные p и s на этапе 
процессов нагревания, испарения и на на-
чальной стадии горения принимают зна-
чения, близкие к начальным. При этом 
уравнение (7) имеет вид  
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Уравнение (9) можно представить в 
виде  
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Непосредственное интегрирование 
этого уравнения с учетом (4) даёт 
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Исходя из полученной взаимосвязи 
между безразмерными временем и радиу-
сом капель, можно вычислить время ис-
парения evapττ = , полагая 0)( =evapr τ : 
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Этот параметр играет важную роль. 
Имея аналитическое выражение для его 
подсчёта и варьируя начальные данные 

системы, можно изменять параметр evapτ , 
что часто является целью технологическо-
го процесса. Например, увеличив время 
испарения, при прочих выгодных услови-
ях можно понизить число так называемых 
«тяжёлых» углеводородов, которые за-
медляют процесс горения, несколько 
ухудшая работоспособность, мешая без-
дымному сгоранию топлива, понижая 
производительность двигателя. 

 
Воспламенение газовой смеси 

 
На данном этапе происходит про-

грев горючей смеси до температуры вос-
пламенения и собственно горение смеси. 
Установившееся горение характеризуется 
двумя взаимосвязанными процессами: ис-
парением горючего за счёт теплоты, по-
лучаемой от пламени, и горением смеси 
воздуха и паров топлива на некотором 
расстоянии от поверхности капли; при 
этом скорость испарения и скорость горе-
ния смеси одинаковы. Другими словами, 
скорость горения жидкой капли понима-
ется как скорость исчезновения жидкой 
фазы или как скорость испарения.  

Для значений времени evapττ >  без-
размерный радиус капель равен нулю и 
система (1)−(3) принимает вид  
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Исключая переменную τ  из этой 
системы, приходим к уравнению 
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Непосредственное интегрирование 
приводит к соотношению 
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где )(),( 00 evapevap τηητθθ == . Следует от-
метить, что зависимость между θ  и η  при 

evapττ >  может быть получена из (5) при 
r=0. Эта зависимость показывает, как бу-
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дут изменяться концентрация и темпера-
тура газа во времени после испарения ка-
пель топлива. Изменяя начальные данные, 
можно получать наиболее оптимальные 
зависимости при прочих равных условиях, 
что весьма важно для данного процесса. 
Например, увеличив температуру газа, 
можно добиться ускорения сгорания топ-
лива. Увеличивая же концентрацию, мы 
обогащаем смесь, тем самым увеличивая 
мощность двигателя. 

Работа выполнена при поддержке 
гранта РФФИ 10-08-00154 а. 
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New concepts of positively (negatively) invariant manifolds for non-linear systems with non-Lipschitzian 

nonlinearities have been introduced. It is pointed out that the order reduction of these systems can be performed, 
using these new concepts.  It is shown that the singularly perturbed system of three equations (droplet radii, gas 
temperature and fuel vapour concentration) describing evaporation and ignition of monodispersed sprays pos-
sesses the attractive positively invariant manifold. This allows us to reduce this system to the system of two 
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