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Рассмотрены вопросы снижения амплитуды вынужденных колебаний при прерывистом резании 

заготовок зубчатых колес на основе решения неоднородного дифференциального уравнения второго по-
рядка. 

 
Машиностроение, двигателестроение, эффективность, технологические процессы, металлооб-

работка. 
 
Современные тенденции повышения 

эффективности технологических процес-
сов изготовления зубчатых колес показы-
вают, что одним из важных мероприятий, 
направленных на повышение эффектив-
ности машиностроительного производст-
ва, является снижение расхода металла за 
счёт применения прогрессивных методов 
получения заготовок. Отходы металла при 
изготовлении деталей машин резанием 
составляют примерно 20–40 % общего 
объёма потребляемого металла, а в неко-
торых отраслях машиностроения отходы 
металла в 3–4 раза превышают массу го-
товых изделий. Применительно к изготов-
лению заготовок зубчатых колес со сфор-
мированными зубьями используются 
различные методы литья и обработки ме-
таллов давлением [1, 2]. 

При обработке поверхности вершин 
зубьев таких зубчатых колес на токарном 
станке возникает внешняя периодическая 
сила, вследствие которой появляются вы-
нужденные колебания в системе. Наличие 
внешней периодической силы в нашем 
случае обусловлено прерывистой поверх-
ностью зубчатых колес. 

Одним из основных направлений, 
способствующих уменьшению уровня ко-
лебаний, является уменьшение возму-
щающих сил, действующих на технологи-
ческую систему [3, 4]. Для реализации 
этой идеи предложен специальный резец с 
двумя режущими пластинами, располо-
женными на разной высоте относительно 

оси заготовки. Одна из пластин располо-
жена по центру, другая ниже центра. При 
этом реализуется принцип разделения 
припуска, что приводит к уменьшению 
периодически изменяющейся силы реза-
ния. 

Для полного описания происходя-
щих процессов при резании зубчатых ко-
лес на токарном станке изучены варианты 
обработки одним обычным резцом и 
предложенным специальным двойным 
резцом. При этом сравнивались возни-
кающие периодические возмущения в 
обоих случаях. 
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Рис. 1 

 
При прерывистом резании зубчатых 

колес двумя резцами внешняя периодиче-
ская сила (рис. 1) выражается в следую-
щем виде: 
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Здесь 01t  — время окончания реза-
ния резцом, находящимся по центру заго-
товки в каждом цикле; 02t — время окон-
чания резания резцом, находящимся ниже 
центра заготовки в каждом цикле; Т - пе-
риод внешней периодической силы; 

цyP - 

составляющая силы резания для резца, 
установленного по центру;  

.цнyP - состав-

ляющая силы резания для резца, установ-
ленного ниже центра.  

Движение технологической системы 
с одной степенью свободы, находящейся 
под действием внешней периодической 
силы, описывается неоднородным диффе-
ренциальным уравнением второго поряд-
ка: 

)( 0tFPjyyhym y +=++ &&& . 
Для аналитического решения в рабо-

те характеристика составляющей силы 
резания Ру аппроксимировалась линейной 
зависимостью 

yHPP yy &10
+= , 

где 
0yP  — сила резания при отсутствии 

колебательного движения; 1H  — крутизна 
характеристики составляющей силы реза-
ния. 

С учётом мгновенной глубины реза-
ния ti=t-y известная степенная зависи-
мость составляющей силы Ру от режим-
ных параметров выглядит следующим 
образом: 

yHVSytCP ppp nyx
py &1)( +⋅⋅−⋅= − . 

После разложения ( ) pxyt −  по фор-
муле Ньютона и подстановки результата в 
дифференциальное уравнение получим: 
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После ввода обозначений: 
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дифференциальное уравнение примет вид  
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Пренебрегая квадратичными и куби-
ческими степенями по перемещению, по-
лучаем: 
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После разложения периодической 
функции F(t0) в ряд Фурье уравнение 
примет вид 
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Решением этого уравнения является 

следующее выражение: 
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Амплитуда вынужденных колебаний 
подсистемы: 
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Учитывая, что технологическая сис-
тема токарной обработки характеризуется 
высокими диссипативными силами, рас-
чёт АЧХ производился с учётом только 
первой гармоники 1=k . 
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Формула амплитуд вынужденных 
колебаний в технологической системе 
примет следующий вид: 
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где коэффициенты 1à и 1b  равны: 
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Частота вынужденных колебаний в Гц 
рассчитывалась по формуле 

60
zn

f
⋅

=ω . 

Разработка рассмотренной матема-
тической модели и ее решение выполнены 
по принятой в теории колебаний методике 
[5, 6, 7]. 

По полученным зависимостям были 
рассчитаны АЧХ технологической систе-
мы для двух вариантов обработки зубча-
того колеса: из стали 40ХН и стали 30. В 
первом случае заготовка обрабатывалась 
одним резцом с глубиной резания 2 мм, а 
в другом - двумя резцами с глубиной ре-
зания 1 мм на каждом из них. При этом 
скорость резания изменялась от 0,48 до 
3,06 м/с, а подача варьировалась от 0,11 
до 0,34 мм/об. 
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б 

Рис.2 

В качестве примера на рис.2, а при-
ведена АЧХ технологической системы 
при точении двумя резцами наружной по-
верхности зубчатого колеса с глубиной 
резания 1 мм на каждом резце. 

На рис.2, б приведены расчётные и 
экспериментальные АЧХ для одного из 
условий (сталь 40ХН, обработка двумя 
резцами с глубиной резания t=1мм на ка-
ждом из них, S=0,34 мм/об, 

03,348,0 K=V  м/с). 
Экспериментальная проверка под-

твердила правильность выбранной мате-
матической модели и расчётных значений 
амплитуды в зависимости от частоты вы-
нуждающей силы и режимов обработки. 
Среднее отклонение опытных и расчёт-
ных значений амплитуды не превышало 
12–18 %. 

Сравнение результатов обработки 
одним и двумя резцами показало, что ам-
плитуда колебаний во втором случае при-
мерно на 40% ниже, чем при обработке 
одним резцом. 
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