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Представлена обобщённая кинематическая схема установки моторов квадрокоптера, описаны её 
основные преимущества. В соответствии со схемой разработана математическая модель 
кинематики квадрокоптера, выполнена реализация модели в программной среде MatLab. 
Представленные математические выражения используются для расчёта кинематических 
характеристик, таких, как значения тяги моторов и обратного воздействия моторов на корпус 
квадрокоптера. Сравнение полученных данных с экспериментальными характеристиками 
показало отклонение в 5% величины зависимости тяги от среднего значения напряжения на 
моторах и отклонение в 30% величины зависимости силы воздействия моторов на корпус от 
величины тяги. 
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Актуальность темы исследования 

Беспилотные системы и технологии получили в последнее время широкое рас-
пространение. Быстрый рост потребности в беспилотных летательных аппаратах 
(БПЛА) различного назначения приводит к отставанию научного задела в части разра-
ботки систем управления БПЛА и исследования их характеристик. Математическое и 
имитационное моделирование позволяет рассчитать и, в некоторых случаях, спрогно-
зировать работу БПЛА в реальных условиях, поэтому тема статьи представляется акту-
альной. В работе рассматривается БПЛА типа квадрокоптер, поэтому все результаты и 
выводы относятся только к данному типу беспилотных летательных аппаратов. 
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Постановка задачи 

Поставлена задача разработать обобщённую кинематическую схему квадрокопте-
ра, математическую модель, соответствующую разработанной схеме, программно-
алгоритмическое обеспечение, предназначенное для имитации управляющих воздей-
ствий на тягу моторов квадрокоптера. Необходимо также сравнить полученные резуль-
таты моделирования для ряда характеристик квадрокоптера с экспериментальными 
данными. 

 

Математическая модель обобщённой  
кинематической схемы квадрокоптера 

Наиболее часто применяемые на практике схемы установки моторов (пропелле-
ров) квадрокоптеров показаны на рис. 1.  Исходя из особенностей конструкции и рас-
положения, эти схемы получили специальные названия: Χ 4 , 4  или 4 . 

 

 
X4                                                 I4                                                  H4 

 
Рис. 1. Основные схемы установки пропеллеров на квадрокоптерах 

 
 
Каждая из представленных на рис. 1 схем приводит к определённым особенно-

стям построения системы управления квадрокоптера. С целью абстрагирования от упо-
мянутых особенностей в настоящей работе предложена обобщённая кинематическая 
схема, представленная на рис. 2. 

 
 

 
 

Рис. 2. Обобщённая кинематическая схема установки моторов (пропеллеров) 
на квадрокоптере 
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Для определённости примем, что на плоскости OXYZ  направление полёта 
квадрокоптера задаётся осью OX . Вращающиеся в одинаковом направлении пары 
моторов 1-2 и 3-4 расположены, соответственно, на одинаковом расстоянии 1L  и 2L  

относительно начала координат O и их расположение направлено вдоль осей 1OL  и 

2OL . Штанги квадрокоптера образуют с положительным направлением оси OX  углы 

1  и 2  при этом 1 2  . Единичные векторы осей 1OL  и 2OL  обозначены через 1l  и 

2l , где 

 

 
 

 
 

1 2
1 2

1 2

cos cos
,   

sin sin
l l

 
 

   
    
   

.      (1) 

 
Матрица перехода BLR  от осей OXY  к осям 1 2OL L , которые связаны с осями 

расположения пропеллеров, имеет следующий вид: 
 

   
   

1 2
1 2

1 2

cos cos
   

sin sinBLR l l
 
 

 
     

 
,     (2) 

 
где     2 1det sinBLR    . 

В частном случае, если 1 2L L L  , 1 245 , 135     , то показанная на рис. 2 

кинематическая схема соответствует стандартной схеме Χ 4 , представленной на рис. 1, 

а при 1 20 ,  90      – схеме 4  на рис. 1. В случае, когда оси 1OL  и 2OL  взаимно 

ортогональны, матрица BLR  (2) становится ортогональной, а её детерминант равен еди-

нице.  
Что касается схемы 4  на рис. 1, то она совпадает с представленной на рис. 2 

обобщённой кинематической схемой при выполнении следующих условий: 
 

2 2
1 2 X YL L L L   ,                (3) 

 

1
1 2 1tan , 180    X

Y

L

L
    

   
 

. 

 
Принимая во внимание, что пропеллеры установлены непосредственно на осях 

моторов, можно приближённо считать, что в режиме установившихся движений 
вращающий момент i  i-го мотора, создаваемый тягой iT , определяется соотношением:  

 
, 1, 2,3,4i i ik T          (4) 

 
где постоянный коэффициент constk   является конструктивным параметром.  

Общая подъёмная сила (тяга) zu  вдоль вертикальной оси OZ  квадрокоптера 

определяется суммарной тягой всех четырёх моторов и не зависит от расстояний 1L , 2L  

и углов 1 , 2 :  
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1 2 3 4zu T T T T    .        (5) 

 
Аналогично, учитывая уравнение (4), вращающий момент относительно оси 

рыскания OZ  определяется следующим уравнением: 
 

   1 2 3 4 1 2 3 4u k T T T T                      (6) 

 
где знак минус указывает, что вращающий момент i , вызванный вращением i-го 

пропеллера, действует на корпус квадрокоптера в обратном направлении. 
Таким образом, общая подъёмная тяга zu  и суммарный вращающий момент u  

вокруг оси рыскания OZ  не зависят от выбора кинематической схемы установки 
моторов. 

Что касается моментов u  и u  относительно осей OX  и OY , то они создаются за 

счёт разности тяг противоположно действующих моментов, при этом моменты 1M  и 

2M  каждой пары находятся в плоскости OXY  и определяются следующими соотноше-

ниями:  
 

 1 1 1 1 1 3 1, ,M M m M T T L         (7) 

 
 2 2 2 2 2 4 2, ,M M m M T T L         (8) 

 
где векторы 1m  и 2m  проходят через центр осей координат и направлены 

перпендикулярно к направлениям установки моторов (на рис. 2 эти векторы показаны 
утолщёнными линиями). Векторы 1m  и 2m  имеют следующий вид:  

 

 
 

 
 

1 2
1 2

1 2

sin sin
,  

cos cos
m m

 
 

   
       

.        (9) 

 
Управляющие моменты u  и u  в координатной плоскости OXY  определяются 

как суммарные векторы։ 
 

   1 2 1 3 1 2 221 4 2XY

u
M T mM M T L M T mT L

u




 
         
 

        (10) 

 
Подставив в (10) выражения (9), получим для компонент u  и u  вектора 

управляющих моментов XYM  следующие выражения:  

 
       1 3 1 1 2 4 2 2sin sin ,u T T L T T L          (11) 

 
       1 3 1 1 2 4 2 2cos cos . u T T L T T L            (12) 
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Таким образом, выше представлены аналитические выражения для подъёмной 
силы (5), а также управляющих моментов рыскания u  (6), крена u  (11) и тангажа u  

(12), выраженные через тяги 1 2 3 4, , ,T T T T  и показанные на рис. 2 кинематические 

параметры  1 2 1 2, , ,L L  , которые связаны с геометрией установки моторов (пропелле-

ров).  

Рассмотрим векторы управляющих моментов , , ,  zU u u u u       и тяг 

 1 2 3 4, , ,
T

T T T T T . Их взаимосвязь можно записать в матричном виде: 

 

MU D T ,       (13) 

 
где матрица MD  имеет следующий вид: 

 

       
       

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1

sin sin sin sin

cos cos cos cosM

L L L L
D

L L L L

k k k k   

   

   

 
     
 

   

,       (14) 

 
а её детерминант равен  
 

   1 2 1 2det 8 sinMD L L k          (15) 

 
Из выражения (12) следует, что связь между тягами 1 2 3 4, , ,T T T T  и требуемыми 

моментами , , ,zu u u u    определяется следующей матрицей:  
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 
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 
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D

k









 
   

 
   

 
   

 
   



 
   

 
  

  
 
     
 
 
 

 

 



  (16) 

 
Если 1 20 , 90      и 1 2L L L  , то матрицы MD  (14) и DK  (16) примут 

следующий вид:  
 

1 1 1 1

0 0
,

0 0M

L L
D

L L

k k k k   

 
  
 
    

     (17) 
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1 1 1

0
4 2 4

1 1 1
0

4 2 4
.

1 1 1
0

4 2 4

1 1 1
0

4 2 4

D

L k

L k
K

L k
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
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
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     (18) 

 
Если 1 245 ,  135     , то из (13) и (16) получим: 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
,

2

1 1 1

2

1

2 2

M

L L L L

L L L L

k k
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          (19) 
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
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  
 
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     (20) 

 
Представленные в данном разделе математические выражения были использова-

ны для реализации модели квадрокоптера в программной среде и предназначены для 
расчёта его кинематических характеристик, например, значений тяги моторов и обрат-
ного воздействия моторов на корпус квадрокоптера вокруг оси рыскания. 

 

Программная реализация  
обобщённой кинематической схемы квадрокоптера 

Реализация имитационной модели квадрокоптера с использованием разработан-
ной обобщённой кинематической схемы выполнена в среде Matlab. Разработан графи-
ческий интерфейс пользователя (ГИП). Основное окно ввода исходных данных, опре-
деляющих режимы работы квадрокоптера, показано на рис. 3. 
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Рис. 3. Основное окно ввода исходных данных 
 
 

Панель Quadcopter Inertia Tensor в левой верхней части ГИП на рис. 3 предназна-
чена для ввода 3×3 симметричного положительно определённого тензора инерции 
квадрокоптера с учётом всех установленных на нём устройств и элементов (камер, мо-
торов, пропеллеров, аккумуляторов и т.д.). Пользователь может вводить данные в соот-
ветствующие окна вручную из рабочего пространства Workspace системы MATLAB, 
куда эти данные вводятся заранее, или же с жёсткого диска, используя кнопку Import 
Session на панели меню. При этом производится автоматический контроль корректно-
сти введённых данных, а именно, соблюдение условия симметричности и положитель-
ной определённости матрицы (тензора) инерции.  

В окно следующей панели (ниже панели Quadcopter Weight) вводится расчётный 
или полученный экспериментальным путём вес квадрокоптера, а ещё ниже расположе-
на панель ввода координат центра масс (Coordinates of the Center of Mass). 

Следующая панель IMU Parameters предназначена для ввода паспортных данных 
скоростных гироскопов (Rate Gyroscopes) и акселерометров (Accelerometers), входящих 
в состав всех IMU (Inertial Measurement Unit) основных используемых на практике ав-
топилотов БПЛА (Pixhawk, Betaflight, и т.д.). Входными данными гироскопов и акселе-
рометров являются чувствительность или коэффициент передачи (GainG, GainA – 
Gains), мёртвая зона или зона нечувствительности (DeadZG, DeadZA – Dead Zones) и 
уровень насыщения выходного сигнала датчика (SatG, SatA – Saturations). 

Кроме того, в панель Barometer вводятся аналогичные паспортные данные (GainB, 
DeadZB, SatB) барометра или любого другого устройства, используемого для опреде-
ления высоты квадрокоптера. 

В правой верхней части ГИП (рис. 3) размещена панель Quadcopter Configuration 
выбора конфигурации квадрокоптера, т.е. выбора кинематической схемы установки 
моторов и пропеллеров. Панель Quadcopter Configuration имеет две страницы: General 



Вестник Самарского университета. Аэрокосмическая техника, технологии и машиностроение        Т. 23, № 1, 2024 
Vestnik of Samara University. Aerospace and Mechanical Engineering                                                          V. 23, no. 1, 2024 

14 

Configuration (рис. 3), соответствующая обобщённой кинематической схеме на рис. 2, а 
также страницу Q-X & Q-Plus (рис. 4) стандартных кинематических схем, выбор между 
которыми производится переключателями (radio-buttons) Q-Plus и Q-X.  
 

 
 

Рис. 4. Панель графического интерфейса пользователя 
 для выбора стандартных кинематических схем установки моторов и пропеллеров 

 
 

Вводимыми данными на панели Quadcopter Configuration являются углы 1α  (An-

gle 1) и 2α  (Angle 2) расположения пропеллеров и их расстояния 1L  и 2L  (Arm Length 

L1 Length L2) до центра масс (для обобщённой кинематической схемы на рис. 3), или 
же просто длина штанги L  (Arms Length L) для стандартных схем. При вводе указан-
ных данных производится автоматический расчёт матриц MD  и DK  по формулам  

(13) – (20) естественных (кинематических) и искусственных (компенсирующих) взаим-
ных связей между каналами управления квадрокоптера. Эти данные выводятся в окна 
панелей Matrix Dm и Matrix B. 

Ниже панели Quadcopter Configuration находится панель DC Motors Parameters 
ввода параметров моторов (двигателей постоянного тока). Входными данными здесь 
являются коэффициент передачи KV, электромеханическая постоянная времени TC 
(Time Constant), коэффициент тяги iT  пропеллеров Kth (Thrust Coefficient), коэффици-

ент k  обратного воздействия моторов на корпус квадрокоптера вокруг оси рыскания 

Z (drag coefficient), максимальное maxV  и минимальное minV  значения напряжений на 

входах моторов. Коэффициенты Kef1, Kef2, Kef3 и Kef4 учитывают частичную потерю 
эффективности моторов, в том числе в случае полного отказа одного из моторов. Эти 
коэффициенты могут находиться в пределах  
 

 0 1, 1, 2,3, 4.Kef i i            (21) 
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Особое внимание при разработке ГИП UAV_GUI было уделено вопросу учёта тя-
ги iT  пропеллеров. Дело в том, что используемая в большинстве научных статей и раз-

работках эмпирическая формула 
 

2
T ic iT ,       (22) 

 
согласно которой каждый i-й ротор производит тягу iT , теоретически пропорциональ-

ную квадрату угловой скорости iΩ  и действующую вдоль вертикально оси Bz , связан-

ной с корпусом БПЛА, весьма далека от реально существующей на практике зависимо-
сти. В результате линеаризации относительно какой-либо фиксированной рабочей 
точки получаем приближённую линейную зависимость  
 

i ic iT ,       (23) 

 
которая справедлива только при очень малых отклонениях угловой скорости от рабо-
чей точки.  

С другой стороны, при использовании на практике всех известных автопилотов 
устанавливаются нижние и верхние границы maxV  и minV  напряжений на входах мото-

ров, что вообще исключает возможность линеаризации. Например, при взлёте БПЛА 
напряжение на моторы подаётся не с нуля, а со значения minV , т.е. изменение напряже-

ния носит релейный характер. 
Поэтому в ГИП предусмотрена возможность применения как теоретической зави-

симости, так и экспериментально полученных данных для тяги моторов с пропеллера-
ми в зависимости от входного напряжения. Кроме того, имеется возможность ввода в 
интерфейс экспериментальной зависимости обратного воздействия моторов на корпус 
квадрокоптера вокруг оси рыскания Z от тяги пропеллеров. 

Для ввода в интерфейс экспериментальных данных зависимости тяги моторов от 
входных напряжений предназначена кнопка Import Thrust Data на панели меню ГИП. 
При нажатии на эту кнопку, выпадает меню с двумя возможными вариантами ввода 
данных (рис. 5, a):  

1. From Workspace 
2. From Mat-file. 
Предполагается, что экспериментальные данные заранее введены в рабочее про-

странство Workspace или же записаны в некотором файле в памяти компьютера. Эти 
данные имеют формат матрицы размера n2x , где n – количество пар данных (пар 

напряжение – тяга). При выборе желаемого варианта ввода данных из двух возможных 
вспомогательная программа анализирует все переменные в Workspace или памяти ком-
пьютера и выводит в специальное окно список файлов, данные которых соответствуют 
требуемому формату. 

Выбор требуемого файла из списка приводит к вызову окна (рис. 5, а), на котором 
дан график (пунктирная линия) экспериментальной зависимости тяги моторов (Thrust) 
от входного напряжения (Voltage). В данном окне показаны также численные значения 
дискретных экспериментальных данных (окна Thrust и Voltage) и их число (Input Points 
Number). Имеется также панель Spline Approximation. Её использование даёт возмож-
ность ввести желаемое число дополнительных точек в пределах заданного интервала 
изменения напряжений (окно New Points Number) и, нажав кнопку Do, осуществить 
сплайн-аппроксимацию экспериментальной кривой с учётом новых точек (сплошная 
кривая на рис. 5, б). 
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а 
 

 

  
б 
 

Рис. 5. Окна ввода экспериментальных значений зависимости тяги пропеллеров  
от средних значений напряжений на входах моторов: 

а – экспериментальные данные; б – сплайн-аппроксимация 
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Нажатие кнопки OK в окнах приводит к закрытию этих окон и вводу исходных 
или скорректированных экспериментальных данных в рабочие алгоритмы ГИП. Анало-
гичная процедура предусмотрена для ввода экспериментальных данных зависимости 
обратного воздействия моторов на корпус квадрокоптера от тяги (рис. 6 а, б). 

 

 
а 
 

 
б 
 

Рис. 6. Окна ввода экспериментальных значений зависимости обратного воздействия моторов  
на корпус квадрокоптера от тяги: 

а – экспериментальные данные; б – сплайн-аппроксимация 
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Основные результаты и перспективы развития работы 

Разработана обобщённая кинематическая схема квадрокоптера, её математическая 
модель, программно-алгоритмическое обеспечение, предназначенное для имитации 
управляющих воздействий на тягу моторов квадрокоптера. Приведены сравнительные 
данные модельных и экспериментальных результатов. Сравнение полученных данных с 
экспериментальными характеристиками показало отклонение в 5% величины зависи-
мости тяги от среднего значения напряжения на моторах и отклонение в 30% величины 
зависимости силы воздействия моторов на корпус от величины тяги. 

Развитие работы видится в совершенствовании математической модели обобщён-
ной кинематической схемы квадрокоптера с учётом внешних эксплуатационных факто-
ров, в частности, ветровых возмущений. 

 
Статья подготовлена в процессе выполнения НИОКР «Разработка и изготовление 

автопилота для управления беспилотным летательным аппаратом вертикального взлё-
та», соглашение ПИАШ/20-П-2023 (28/23Б) от 01.05.2023 г. 
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