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Малый опыт эксплуатации пластмассо-
вых труб и арматуры втехнологических сис-
темах не позволяет учесть многие их особен-
ности припроектировании идоводке.Поэто-
му в процессе эксплуатации таких систем
часто возникают задачи, связанные с обеспе-
чением их надежности.

Цельюисследованийявляется разработ-
ка математической модели гидродинамичес-
ких процессов в трубопроводной магистра-
ли, подсоединенной к емкости с воздушной
полостью над жидкостью (рис. 1), и опреде-
ление динамических нагрузок в изгибах тру-
бопроводов при резком открытии электро-
пневмозаслонки (ЭПЗ).

При расчете гидродинамических про-
цессов принят ряд допущений: процесс ис-
течения воздуха из емкости в трубопровод
происходит по изотермическому циклу; ско-
рость движениястолба жидкостив трубопро-
воде намного меньше скорости звука; движе-
ние воздуха в трубопроводе (впереди потока
жидкости) рассчитывается по квазистацио-
нарноймодели;жидкостная «пробка» распро-
страняется по трубопроводной магистрали
без остатка.

В соответствии с принятыми допуще-
ниями гидродинамический процесс в трубо-
проводной магистрали описывается интег-
ральными и дифференциальными уравнени-
ями, соответственно для входного (воздуш-
ного)участка,дляучастка сдвижущейся жид-
костной пробкой и выходного воздушного
участка.

Уравнение для воздушного участка на
входе в трубопровод выводится на основании
уравнения балансамассы газа в емкости (над
жидкостью) (рис. 1). Первоначальная масса
газа, запасенная в верхней части емкости
(фильтра), определяется зависимостью

0.0.0. гфг VM ρ , (1)

где 0.фV - объем воздушной полостинад жид-
костью в емкости в первоначальный момент

времени;
TR

Pф
г

0.
0. ρ , 0.фP - плотность и дав-

ление газа в емкости в первоначальный мо-
мент времени; R - газовая постоянная; T  -
температура газа.

При открытии заслонки жидкость, на-
ходящаяся в трубопроводах 1 и 2, начинает
двигаться со скоростью )(tvж . При этом газ

расширяется и давление в емкости )(tPф

уменьшается. Масса газа, оставшаяся в ем-
кости )(. tМ фг и прошедшая в трубопроводд

)(. tМ трг , равна первоначальной массе газа в
газовой полости емкости:

)()( ..0. tМtММ тргфгг  . (2)

Масса газа, оставшаяся в емкости, оп-
ределяетсяпо формуле

 )()( 0... tVVtМ жффгфг  ρ , (3)
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где )(. tфгρ - плотность газа в емкости в мо-

мент времени t ; )(. tVж -приращение объе-
ма жидкости, обусловленной ее расширени-
ем в результате падения давления и упругой
деформации стенок емкости.

Приращение объема жидкости )(. tVж
определяется зависимостью

 )()( 0.
.

.
. tPP

B
V

tV фф
фж

фж
ж  , (4)

где фжV . - объем жидкости в емкости;

фжB . -модуль объемнойупругости жидкости
в емкости с учетом податливости ее стенок;

0.ôP - первоначальное давление в газовой
полости емкости.

Величина ô.æB может бытьприближен-
но определена по формуле Н. Е.Жуковского
[1]

E
Bd

BB
æô

æ
ô.æ

δ



1

, (5)

где æB -модульобъемной упругости жидко-

сти; ôd - диаметр емкости; δ - толщина сте-
нок емкости; E -модуль упругости материа-
ла стенок емкости. Более точное значение

ô.æB может быть получено эксперименталь-

но путем измерений объема жидкости æV ,
вытесненной из тщательно заполненной во-
дой емкости, и падения давления в ней ôP :

Рис. 1.Расчетная схема частично заполненной воздухомтрубопроводной магистрали,
подсоединенной к емкости с воздушной полостью
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где 0.æV - внутренний объем емкости, полно-
стью заполненной жидкостью.

Плотность газа )t(ô.ãρ ,представленная

в формуле (3), зависит от давления )t(Pô [1]:

RT
)t(P

)t( ô
ô.ã ρ . (7)

С учетом (4) и (7) формула (3) перепи-
шется в виде
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Масса газа, прошедшего в первый уча-
сток трубопровода,определяется зависимос-
тью


t

æ
)(
òð.ãòð.ã dt)t(Q)t()t(M

0

1ρ , (9)

где )t()(
òð.ã
1ρ -плотность газа; F)t(v)t(Q ææ 

- объемный расход жидкости, движущейся в
трубопроводе; F - площадь проходного сече-
ния трубопровода.

Плотность газа в трубопроводе )t()(
òð.ã
1ρ

зависит от давления газа )t(Pô  (без учетагид-
равлических потерь на трение по сравнению
с абсолютным значением давления):

RT
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)t( ô)(
òð.ã 1ρ . (10)

Уравнение (2) с учетом (8) - (10) пере-
пишется в виде
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Сократив RT в левой и правой частях
(11) и преобразовав, получим
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Если известна величина 
t

æ dt)t(Q
0

, тоо

уравнение (12) можно решить относительно
)t(Pô , предварительно представив его в виде

02
ô  c)t(bP)t(aP ô , (13)

где
ô.æ

ô.æ

B
V

a  ; 0ô.0
0

.ô
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ô.æ
t
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B
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dt)t(Qb   ;

0ô.0 .ôVPñ  .
Решив квадратное уравнение (13), по-

лучим

a
bacb)t(P

2
42

ô
 . (14)

Если )t(Pô имеет отрицательное зна-
чение, то из физических соображений ему
будет присвоено нулевое значение.

Уравнение движения газа в трубопро-
воде за ЭПЗ, представленное относительно
давления на входе в воздушный участок ма-

гистрали )t(P )(
òð.ã
1 , записывается в виде [2]:
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(15)

где )t(v )(
òð.ã
1 - скорость потока газа на входе в

воздушный участок трубопровода за движу-
щейся жидкостью (рис. 1); ãλ - коэффициент
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сопротивления трения газового потока; âûõl  -
длина выходного участка трубопровода пос-
ле заслонки, заполненного воздухом; )t(l2
-отрезок трубопровода за ЭПЗ, который про-
шел столб жидкости после открытия заслон-
ки; HP - давление на выходе из трубопровод-
ной магистрали.

Так как
F
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, то уравнение (15)
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(16)
Из (16) следует, что противодавление на

столб жидкости со стороны воздушного уча-
стка магистрали зависит от расхода жидко-
сти, параметров трубопровода и давления
окружающейсреды HP .

Привыводе зависимостидля определе-
ния давления на выходе из воздушного учас-
тка трубопровода перед столбом жидкости
приняты следующие допущения: движение
газа по трубопроводу изотермическое, квази-
стационарное; инерционное сопротивление
столба газа в трубопроводе мало по сравне-
нию с активными потерями. Тогда анало-
гично выводу уравнения (16) можно полу-
чить выражение для определения давления

)t(P )(
òð.ã
2 на выходе из входного участка тру-

бопровода (на входе в жидкостный столб):
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(17)
где âõl -длина воздушного участка трубопро-
вода перед жидкостным столбом до откры-
тия заслонки.

Уравнение движения жидкостив трубо-
проводной магистрали выводится на основе
уравнения баланса сил, действующих на мас-
су жидкости.Сучетом принятых ранее допу-
щений уравнение движения жидкости в тру-
бопроводе записывается в виде [3]:

   

,)dt)t(QV(
F

gP)t(P
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где )t(Là - акустическая индуктивность уча-
стка трубопровода,заполненного жидкостью;

)
d
l(

F
)t(K æ

íó.æ

Ii

i

)i(
íó.ì

æ
íë λςρ

 


1
22

- коэффи-

циент нелинейного гидравлического сопро-
тивления участка трубопровода, заполненно-

го жидкостью; )i(
íó.ìς - коэффициент i-ых ме-

стных гидравлических потерь (изгибов тру-
бопроводов) при неустановившемся движе-
нии жидкости; íó.æλ - коэффициент гидрав-
лических потерь в трубопроводе при неуста-
новившемся движении жидкости; 21 lllæ 
- длина участка трубопровода, заполненного
жидкостью; æρ - плотностьжидкости; g -ус-

корение свободного падения; 0.æV - объем
жидкости в вертикальном участке трубопро-
вода длиной 1l .

Из полученных уравнений (12), (17) и
(18) следует, что возможны различные режи-
мы движения жидкости в трубопроводной
магистрали, и поэтому определение )t(Là и

)t(K íë следует проводить отдельно для каж-
дого режима.

Режим 1. В емкости присутствует воз-
душная подушканаджидкостью,и трубопро-
вод,начиная отЭПЗ до выхода, заполненвоз-
духом.Акустическая индуктивность )t(Là в
момент времени t определяется зависимос-
тью

F
l)t(L ææ

a
ρ

 при  
t

æâûõæ lldt)t(Q
F 0

1
,
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)dt)tQ
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ll(
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1ρ (19)

при  
t

æâûõæ lldt)t(Q
F 0

1
.

Режим 2. В емкости присутствует воз-
душная полостьнад жидкостью,и трубопро-
вод, начиная от ЭПЗ до выхода, заполнен
жидкостью. Уравнение движения жидкости
запишется в виде

   
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Коэффициент гидравлического сопро-
тивления )t(K íë определяется в соответствии
с (18), а акустическая индуктивность рассчи-
тывается по зависимости

)dt)tQ
F

ll(
F

)t(L
t

æâûõæ
æ

a 
0

1ρ
. (21)

Движение жидкости в трубопроводе
начинается с момента открытия ЭПЗ, харак-
теристика которого учитывается при расчете
суммарного сопротивления )t(K íë . ЭПЗ от-

крывается за время çt . Принимая во внима-
ние,что площадь проходного сечения заслон-
ки в открытом положении равна FF .ç γ0

(где γ - коэффициент,учитывающий стеснен-
ность потока жидкости из-за наличия самой
заслонки и узла ее крепления), закон измене-
ния площади проходного сечения заслонки
для трубопровода можно определить на ос-
нове данных, приведенных в [4]:

 )tcos(F)t(F .çç α 10 . (22)

Если заслонка за время çtt  поворачи-
вается на угол, равный 2/π , т. е. полностью
открывается, то закон изменения площади

проходного сечения заслонки (22) можно
представить в виде
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Врезультате решениясистемы нелиней-
ныхинтегрально-дифференциальных уравне-
ний для трубопроводной магистрали с пере-
менными параметрами может быть опреде-
лена скорость движения жидкости в любом
заданном сечении в заданный момент време-
ни.

Расчетгидродинамических параметров
потока жидкости в сливной магистрали при
открытии заслонкипроводится на основе ре-
шения нелинейных интегрально-дифферен-
циальных уравнений с переменными коэффи-
циентами. Решение таких уравнений в явном
виде не представляется возможным,и поэто-
му применен метод последовательных при-
ближений с представлением интегрально-
дифференциальных уравнений в разностной
форме.

Перепишем уравнение (17) в следую-
щем виде:
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(24)
Разностное уравнение, записанное на

основании (24), имеет вид:
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где 1i,íëK , 1i,aL , )(
i,òð.ãP 1

1 , )(
i,òð.ãP 2

1 , 1i,æQ - со-
ответственно коэффициент гидравлических
потерь, акустическая индуктивность, давле-
ние и расход жидкости, рассчитываемые на
предыдущем шаге интегрирования с учетом
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начальных условий; t - шаг интегрирова-
ния.

На основании выведенных формул со-
ставлены алгоритм ипрограмма расчета гид-
родинамическихпараметров трубопроводной
магистрали [6]. В результате расчета опреде-
ляются расход (скорость потока)жидкости в
трубопроводной магистрали и давление в
емкости. При известной скорости жидкости
в местах изгиба рассчитываются гидродина-
мические силы, действующие на трубопро-
воды.Так какпо допущению о сосредоточен-
ности параметров трубопроводов объемная
скорость потока в пределах выделенного
столба жидкости одинакова, то и силы реак-
ции струи в местах изгиба при одинаковых
скоростях в один и тот же момент времени
будут одинаковы. Поэтому для определения
силы реакции струи жидкости в местах изги-
батрубопроводов достаточно рассчитать ско-
ростьпотока иопределить,проходит лив этот
момент временижидкость через тотили иной
изгиб.

Гидродинамические силы рассчитыва-
ются на основе теоремы о количестве движе-
ния материальных точек.Привыводе расчет-
ных зависимостей будем предполагать, что
движение жидкостив местеизгиба трубопро-
вода квазистационарное. На основании тео-
ремы об изменении количества движения
массы жидкости, находящейся в изгибе тру-
бопровода между сечениями на входе и вы-
ходе (рис. 2), можно записать [5]:

,
RRRvQ

,RRRvQ

.PXX.òðXææ

.PYY.òðYææ









âûä0

âä0

ρβ
ρβ

(26)

где 0β - коэффициент, учитывающий нерав-
номерность скоростипотока жидкостипо се-
чению трубопровода на входе в изгиб и на
его выходе; Yv - средняя по сечению трубо-
провода скорость потока жидкости на входе
в изгиб; Y.òðR - проекция силы трения жид-
кости о стенку трубопровода внутри изгиба
на ось Y; YR - сила реакции струи на стенки

трубопровода вдоль оси Y; Xv - средняя по
сечению трубопровода скоростьпотока жид-

кости на выходе из изгиба; X.òðR - проекция
силы трения жидкости о стенки трубопрово-
да внутри изгиба на ось X; XR - сила реакции
струи на стенки трубопровода вдоль оси X;

âä.PR , âûä.PR - проекции силы давления жид-
кости соответственно на оси X и ось Y.

Так как участки трубопровода в месте
изгиба малы, то при расчетах потерями
на трение о стенки можно пренебречь:

0X.ðòR , 0Y.ðòR . Кроме того, учитываяая
большой диаметр трубопровода по отноше-
нию к пограничному слою и турбулентный
характер потока,можно принять 10β .Учи-
тывая однородность потока и одинаковость
диаметров проходных сечений на входе в из-
гиб и на выходе из него, можно принять

vvv YX  , (27)

FPR âõâõ.P  , FPR âûõâûõ.P  , (28)

где âõP , âûõP - статическое давление жидко-о-
сти на входе в изгиб и на его выходе.

Тогда на основании (26)-(28) и приня-
тых допущений силы реакции струи по осям
X и Y запишутся в виде








.vQFPR
,vQFPR

ææâûõX

ææâõY

ρ
ρ

(29)

Рис. 2. Схема приложения сил реакции струи
жидкости вместе изгиба трубопровода
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Суммарная сила реакции струи на из-
гиб определяется по формуле

    FPPvQR âûõâõææ
222  ρ . (30)

При действии силы реакции струи R на
изгиб трубопровод испытывает сложное на-
пряженное состояние. Входной и выходной
участки трубопроводов подвергаются одно-
временно растяжению и изгибу.Сила XR со-
здает на входном участке изгибающий мо-
мент, а YR - растяжение; на выходном участ-
ке XR растягивает, а YR создает изгибающий
момент. В зависимости от конфигурации
входного и выходногоучастков труб и степе-
никрепленияих в опорных точкахмогут быть
определены напряжения в опасных сечениях
ирассчитан запаспрочности трубопроводных
магистралей.
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MATHEMATICAL MODELING OF HYDRODYNAMIC PROCESSES
IN A PIPELINE PARTIALLY FILLED WITHAIR
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The papers present the procedure of calculating hydrodynamic parameters for liquid column motion in a plastic
pipeline partially filled with air and connected up to a tank with an air cavity over the liquid. The liquid starts moving at
the moment the eiectropnevmatic gate is opened. End the motion depends on the pressure in the tank, pipeline parameters
and the number of bends in the pipeline. Hydrodynamic parameters are calculated on the basis of solving non – linear
integral and differential equations by the finite difference method. The results of calculation make it possible to define
the liquid velocity, the forces of liquid reaction in pipeline bends and to analyse the influence of the factors affecting
them.


