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Введение 
Микромеханические датчики инер-

циальной информации (ММДИИ) в насто-
ящее время являются одними из самых 
перспективных датчиков инерциальной 
информации (ДИИ) для широкого круга 
подвижных объектов. Современные мик-
ромеханические и микроэлектромехани-
ческие системы, к которым относятся и 
микромеханические гироскопы (ММГ) и 
акселерометры (ММА), значительно пре-
восходят традиционные гироскопы с вра-
щающимся ротором по массогабаритным 
характеристикам, показателям себестои-
мости и энергопотребления, что обусло-
вило применение ММГ и ММА для широ-
кого круга подвижных объектов – в нави-
гационном оборудовании, автомобильной 
промышленности, военной техники, робо-
тотехнике и интеллектуальных системах 
[1-6]. 

При эксплуатации в реальных усло-
виях микромеханические датчики инерци-
альной информации могут испытывать 

вибрации с амплитудами до 10g и с часто-
тами до 2 кГц. Так как большинство мик-
ромеханических гироскопов имеет по-
движную вибрирующую часть – чувстви-
тельный элемент [2, 7], то при проектиро-
вании и исследовании микромеханиче-
ских датчиков инерциальной информации 
представляется важным более точное мо-
делирование динамических процессов, 
происходящих в приборе. 

Одним из способов является числен-
ное, в том числе конечно-элементное, мо-
делирование ММДИИ. При этом 
ММДИИ, некоторые конструктивные 
схемы которых показаны на рис.1, могут 
быть представлены как распределённые 
системы твёрдых тел – балочных (стерж-
невых) конечных элементов. Однако само 
моделирование может вносить погрешно-
сти в получаемый результат. Так, выбор 
теории, на основе которой проводится 
моделирование, напрямую влияет на то, 
насколько получаемый результат будет 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета          Т.14, № 2, 2015 г. 

224 
 

соответствовать реальным процессам в 
ММДИИ.  

В настоящее время для исследова-
ния динамических воздействий в ММДИИ 
и в их конструктивных элементах и воз-

никающих при этом эффектов используют 
или классическую теорию изгиба Эйлера-
Бернулли, или одну из уточнённых теорий 
изгиба – теорию Тимошенко.  

 

 
а        б    в 

 
Рис. 1. Кинематические схемы микромеханических гироскопов и акселерометров: 

а – кардановый ММГ, б – стрежневой гироскоп; в – акселерометр 
 

В отличие от классической теории, 
уточнённая теория изгиба Тимошенко 
описывает изгиб конечной балки более 
точно, ближе к реальному изгибу. Теория 
Тимошенко учитывает инерцию вращения 
поперечного сечения балки и предполага-
ет, что плоское поперечное сечение, нор-
мальное к продольной оси, после дефор-
мации остаётся плоским, но не обязатель-
но нормальным к деформированной про-
дольной оси [7]. Выбор теории, на основе 
которой будет проводиться моделирова-
ние, оказывает непосредственное влияние 
на получаемые результаты. 

В ряде универсальных программных 
комплексов конечно-элементного моде-
лирования, например, ANSYS, Code-Aster, 
CalculiX, OpenFOAM, декларируется под-
держка теории Тимошенко некоторыми 
типами конечных элементов [8-11]. Одна-
ко невозможно проконтролировать, какие 
теоретические и алгоритмические основы 
были реализованы в этих комплексах. 
Кроме того, возможность при моделиро-
вании учёта гироскопического эффекта в 
этих комплексах довольно ограничена.  

Целью работы является разработка и 
применение специализированного про-

граммного обеспечения для численного 
моделирования динамических процессов в 
ММДИИ с помощью балочных (стержне-
вых) конечных элементов в соответствии 
с теорией Тимошенко и с учётом гироско-
пического эффекта. 

Так как ММДИИ и их компоненты 
могут быть представлены конечно-
элементной моделью из балочных или 
стержневых элементов, то в разработан-
ном программном обеспечении были реа-
лизованы именно такие элементы. 

 
Структура программного обеспечения 

Математическое обеспечение, опи-
сывающее трёхмерный балочный элемент 
для моделирования динамических процес-
сов в соответствии с теорией Тимошенко, 
приведено в работах [12, 13]. Для алго-
ритмической реализации этого математи-
ческого обеспечения был выбран язык C# 
на платформе Microsoft. NET Framework. 
Для реализации визуализации трёхмерных 
объектов и движения в пространстве ис-
пользованы возможности и функции си-
стемы Windows Presentation Foundation 
(WPF) и DirectX. 
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Разработка надёжного программного 
обеспечения (ПО) должна следовать не-
скольким принципам, независимо от 
назначения и области эксплуатации. К 
ним можно отнести [14]:   

• расширяемость (возможность вне-
сения изменений для расширения функ-
циональности); 

• развиваемость (возможность про-
стой адаптации к изменению требований); 

• переносимость (возможность ис-
пользования на нескольких платформах); 

• общность (применимость ПО к 
различным ситуациям). 

Следует также добавить и модуль-
ность (повторное использование компо-
нентов). Модульность означает, что раз-
личные части приложения могут быть ис-
пользованы многократно, в том числе и 
при разработке других приложений. 

Также при разработке программного 
обеспечения очень важно уделить внима-

ние рациональному использованию опе-
ративной памяти. Особенно это важно при 
разработке ПО для конечно-элементного 
моделирования, где получающиеся мат-
рицы модели (например, матрица масс и 
матрица жёсткости) имеют большую раз-
мерность и разреженную структуру. 

Поэтому для разработки специали-
зированного ПО были выбраны объектно-
ориентированная, аспектно-ориенти-
рованная и модульная парадигмы про-
граммирования. 

Основными модулями-компонен-
тами разработанного ПО являются:   

1) модуль TBElement3D [15], реали-
зующий поддержку разработанного трёх-
мерного конечного элемента и обеспечи-
вающий основную функциональность для 
численного расчёта статических и дина-
мических задач. Структура модуля 
TBElement3D  показана на рис. 2; 

 

 
 

Рис. 2. Структура программного модуля TBElementlib 
 

2) модуль матричного анализа 
MathFEMlib, реализующий все алгорит-
мы, необходимые для проведения числен-
ных расчётов при конечно-элементном 
моделировании. К таким алгоритмам от-
носятся хранение и операции с разрежен-
ными матрицами, нахождение их опреде-
лителя, LUP-декомпозиция, решение мат-
ричных уравнений, приведение матрицы к 

трёхдиагональной форме с помощью ре-
дукции Хаусхолдера [16], приведение к 
форме Хессенберга [16], QL алгоритм 
[16], решения систем линейных алгебраи-
ческих уравнений методом сопряжённых 
градиентов и стабилизированным мето-
дом бисопряжённых градиентов [17] и т.д. 
Реализованные алгоритмы в большинстве 
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своём основаны на алгоритмах, приведён-
ных в [16, 17]. 

Структура программного комплекса 
для исследования конкретной схемы 
ММДИИ на примере ПО для моделирова-
ния суперминиатюрного микромеханиче-
ского гироскопа и акселерометра (СММ-
ГА) СММГА-01 приведена на рис. 3.  

Структурно СММГА-01 состоит из 
трёх модулей – SSMMGA, TBElement3D и 
MathFEMlib (рис. 3).  

Главными подмодулями модуля 
SSMMGA являются FormMain, реализую-
щий возможность ввода необходимых для 
моделирования данных (физических и 
геометрических параметров, нагрузки, пе-

реносного ускорения и т.д.); FModalAna-
lisys, реализующий визуализацию резуль-
татов модального анализа; FDynAnalisys, 
предоставляющий возможности по визуа-
лизации результатов расчёта динамики 
конечно-элементной модели; Mod-
el3DControl и SurfacePlotVisual3D, реали-
зующие трёхмерное отображение модели, 
используемое в FModalAnalisys и FDy-
nAnalisys. 

Благодаря модульной структуре, ал-
горитмы программных модулей  Math-
FEMlib и TBElementlib могут совершен-
ствоваться, не приводя к необходимости 
переписывания  кода в программных ком-
плексах, которые их используют. 

 

 
 

Рис. 3. Структура разработанного программного комплекса СММГА-01 
 

Численные эксперименты 
Для демонстрации принципиальной 

возможности использования разработан-
ного ПО для численного моделирования 
реальных микромеханических гироскопов 
проведено моделирование суперминиа-
тюрного микромеханического гироскопа и 
акселерометра  (СММГА) (рис. 4) [18] и 
гироскопа с кардановым подвесом чув-
ствительного элемента (ЧЭ) (карданового 
ММГ) (рис. 5) [2,6].  

Конечно-элементные модели, по-
строенные для СММГА и карданового 
ММГ, с использованием трёхмерного ко-
нечного элемента [13] показаны на рис. 6 
и 7. 

Для верификации получаемых ре-
зультатов были построены и исследованы 
конечно-элементные модели соответ-
ствующих конструктивных схем в ком-
плексе ANSYS. 

Для исследования СММГА прини-
мались следующие исходные параметры 
[19]: материал для всех конечных элемен-
тов – кремний (коэффициент Юнга E = 
190 ГПа; плотность ρ=2228 кг/м3); геомет-
рические параметры 1-го и 3-го элементов 
(упругих подвесов): длина 𝑙𝑖 = 164.9 мкм, 
высота ℎ𝑖 = 3.6 мкм, толщина 𝑏𝑖 = 3.6 
мкм (i =1,3); геометрические параметры 2-
го элемента (чувствительного элемента): 
𝑙2 = ℎ2 = 𝑏2 = 164.9 мкм. Закон измене-
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ния вынуждающей силы, приложенной к 
ЧЭ, принимается в виде 𝑃(𝑡) =
𝐴𝑝sin (𝜔𝑝𝑡 + 𝜑𝑝), где 𝐴𝑝, 𝜔𝑝, 𝜑𝑝 – соот-
ветственно амплитуда (Н/м2), круговая 
частота (рад/с) и фаза (рад) приложенной 
нагрузки. 

 
Рис. 4. Конструктивная схема СММГА: 

1 – чувствительный элемент; 2 – корпус;  
3, 4 – МЭМС структуры для возбуждения  

первичных колебаний и съёма выходной  
информации; 5,6 – упругие элементы 

 

 
Рис. 5. Конструкция ЧЭ ММГ  

с кардановым подвесом: 1 – наружная рамка;  
2, 5 – торсионы наружной рамки;  

3, 6 – внутренние торсионы;  
4 – внутренняя рамка с инерционной массой 

В табл.1 приведены значения соб-
ственных частот, полученных с использо-
ванием разработанного программного 
обеспечения СММГА-01 с учётом (+ТТ) и 
без учёта (-ТТ) теории Тимошенко и в 
комплексе ANSYS. Погрешность вычис-
лялась как разность значений, получен-
ных в СММГА-01 с учётом теории Тимо-
шенко и в ANSYS, в процентах от дан-
ных, получаемых при моделировании в 
ANSYS. 

 

 
Рис. 6. Конечно-элементная модель СММГА 

 
 
 
 

 
Рис. 7.  Конечно-элементная модель 

карданового ММГ 
 

 
Таблица 1. Значения собственных частот СММГА, полученные с учётом и без учёта теории Тимошенко 
и в комплексе ANSYS 

№ моды Собственная частота, Гц Погрешность СММГА-01 
(+ТТ), % СММГА-01 

+ТТ 
СММГА-01 

-ТТ 
ANSYS 

1 3971.507 3777.337 3773.200 5.256 
2 6006.254 6009.531 6017.0000 0.179 
3 6006.254 6009.531 6019.200 0.215 
4 15309.586 15317.295 15317.000 0.048 
5 15309.586 15317.295 15322.000 0.081 
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Первая частота в таблице соответ-
ствует крутильным колебаниям конструк-
ции. Как видно, собственная частота, вы-
численная без учёта теории Тимошенко, 
ближе к значениям ANSYS, чем соб-
ственная частота, вычисленная с учётом 
теории Тимошенко. Это показывает, что в 
балочных элементах ANSYS теория Ти-
мошенко учитывается не в полной мере: в 
матрице масс, которые строятся в ANSYS 
для балочных элементов, вероятно, не 
учитывается сдвиг их поперечного сече-
ния.  

Как следует из табл.1, значения соб-
ственных частот, полученных в СММГА-
01 с учётом теории Тимошенко, отлича-
ются от значений, полученных в ANSYS, 
не более чем на 5.3%.  

На рис. 8 показаны графики первич-
ных (𝑢𝑦) и вторичных (𝑢𝑧) колебаний в 
плоскости (xy) и (xz) точки в центре сре-
динной линии ЧЭ, полученные с учётом и 
без учёта теории Тимошенко при наличии 
демпфирования и при частоте вынужда-
ющей нагрузки, близкой к резонансной – 
6006 Гц. Шаг интегрирования 5∙10-6с. Пе-
реносная угловая скорость 𝛺𝑥=100 рад/с 
появлялась с 0.01с. Время расчёта соста-
вило менее минуты. 

Как видно из рис. 8, амплитуда пер-
вичных колебаний, возникающих из-за 
наличия угловой скорости вращения 𝛺𝑥 
вследствие гироскопического эффекта, 
существенно (на порядок) меньше при 
расчёте с учётом теории Тимошенко в 
сравнении со значениями, полученными 
без учёта теории Тимошенко. 

 

 
Величина этого различия зависит от 

конструктивной схемы датчика и от раз-
биения модели на конечные элементы 
(количество элементов, геометрические 
размеры элементов и т.д.). Таким образом, 
использование при моделировании датчи-
ков инерциальной информации конечных 
элементов, основанных на теории Бернул-
ли-Эйлера и без учёта сдвига и инерции 
поперечного сечения, может привести к 
существенно отличающимся (на порядок) 
результатам. 

При численном моделировании в 
разработанном комплексе CardanMMG-01 
карданового ММГ принимались следую-
щие параметры [2]: модуль Юнга 
Е = 1.68∙1011 Н/м2, модуль сдвига 
G = 6.17∙1010 Н/м2, плотность ρ = 2.33∙103 
кг/м3; L2 = 1.2∙10-2 м, а2 = 0.8∙10-2 м,        

l2 = 0.0375∙10-2 м, L1 = l1= 0.6∙10-2 м.       
Для внутренних торсионов: lT= 0.1∙10-2 м, 
bT = cT = 0.028∙10-2 м. Для торсионов 
наружной  рамки:  lT= 0.162∙10-2 м,  
bT = cT = 0.035∙10-2 м. Закон изменения 
вынуждающего момента принимается в 
виде 𝑀(𝑡) = 𝑀0sin (𝜔𝑀𝑡 + 𝜑𝑀), где 𝑀0, 
𝜔𝑀, 𝜑𝑀 – амплитуда (Н∙м), круговая ча-
стота (рад/с) и сдвиг фазы (рад) прило-
женной нагрузки, соответственно. 

Результаты расчёта динамики ММГ 
с кардановым подвесом ЧЭ показаны на 
рис.9. Амплитуда вынуждающего пере-
менного момента принималась равной 
𝑀0=22∙10-5 Н∙м, частота 𝜔𝑀=100 Гц, фаза 
𝜑𝑀 = 0. Максимальные значения пере-
мещений, получаемые в ANSYS и разра-
ботанном программном обеспечении, от-

 
а             б     в 

 
Рис. 8. Графики первичных колебаний 𝑢𝑦  (а) и вторичных колебаний 𝑢𝑧 с учётом (б) и без учёта (в) 

теории Тимошенко при действии демпфирования и 𝛺𝑥=100 рад/с  
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личаются менее чем на 15% и составили 
0.108∙10-4 м и 0.098∙10-4  м соответственно.  

Для карданового ММГ был проведён 
частотный анализ и анализ динамики при 
наличии переносной угловой скорости 
вращения основания. Как пример воз-
можностей разработанного оригинального 
программного комплекса, на рис. 10 при-
ведён график влияния физических пара-
метров материала карданового ММГ на 
значение его первой собственной частоты 
ω1. Влияние коэффициента сдвига k (кор-
ректирующего коэффициента), вводимого 
в теории Тимошенко [7], и высоты ЧЭ h 
на значение ω1 приведено на рис. 11. На 
рис. 12 показана зависимость значения ω1 

от значений коэффициента сдвига k и ко-
эффициента Пуассона.  

Надо отметить, что построение зави-
симостей, приведённых на рис. 10-12, в 
универсальных программах конечно-
элементного анализа требуют, даже при 
наличии параметрического анализа, суще-
ственных временных затрат как на прове-
дение экспериментов, необходимых для 
получения соответствующих данных, так 
и на дальнейшую обработку результатов. 
В специализированном программном 
обеспечении необходимая функциональ-
ность может быть реализована и автома-
тизирована в той мере, в какой это необ-
ходимо исследователю. 

 

 
Рис. 9. Поле максимальных перемещений,  

полученное в CardanMMG-01, м 
 

 
Рис. 10. Влияние модуля упругости  Е   

и коэффициента Пуассона ν на значение  
первой собственной частоты ω1 

 

 
Рис. 11. Влияние высоты ЧЭ h  

и коэффициента сдвига k на значение ω1 

 
Рис. 12. Влияние коэффициента сдвига k  

и коэффициента Пуассона ν на значение ω1 
 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета          Т.14, № 2, 2015 г. 

230 
 

Заключение 
Проведённые численные экспери-

менты показали возможность использова-
ния разработанного ПО для численного 
моделирования динамики реальных кон-
струкций микромеханических датчиков 
инерциальной информации. 

Разработанные модули-компоненты 
TBElement3D и MathFEMlib позволяют 
создавать собственное специализирован-
ное ПО для исследования динамики 
ММДИИ с учётом теории Тимошенко и 
при наличии гироскопического эффекта. 

Использование специализированно-
го программного обеспечения обеспечи-
вает возможность реализации необходи-

мой функциональности, а также полный 
контроль над реализацией алгоритмов, 
ходом вычисления, отображения резуль-
татов на любом шаге исследования. Раз-
работкой и использованием специализи-
рованного программного обеспечения 
можно добиться существенного (на по-
рядки) уменьшения требований к вычис-
лительным ресурсам и времени расчёта по 
сравнению с универсальными комплекса-
ми конечно-элементного моделирования. 
Так, расчёт с шагом 5∙10-6 с в динамиче-
ских процессах в СММГА в течение 2 с в 
разработанном ПО занимает менее мину-
ты, а аналогичный расчёт в ANSYS занял 
более часа.  
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Software packages which can be used for the creation of specialized software to investigate the dynamics 
of micromechanical inertial sensors have been developed. These software packages take full account of the Ti-
moshenko theory and the influence of the gyroscopic effect. The possibility of using the developed software is 
shown using modeling of a superminiature micromechanical gyro and a micromechanical gyro with a gimbal 
sensing element as an example. The use of specialized software guarantees the possibility of implementing the 
required functionality as well as full control of the implementation of the algorithms and visualization of the 
results at every stage of the investigation. The development and using of specialized software can help to achieve 
significant reduction of requirements imposed upon the computing resources and calculation time in comparison 
with universal software of finite-element modeling. 
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