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Формулируется принцип построения математических моделей для процессов диффузионного тур-

булентного горения и предлагается метод автономного статистического моделирования гидродинамиче-
ских характеристик таких процессов (метод ASMTurbС). Отличительной особенностью метода является 
учёт эффектов перемежаемости динамических и скалярных полей турбулентного течения в сочетании с 
известным методом «восстановленной концентрации горючего». Принципиальным отличием метода 
ASMTurbС является возможность строить математические модели для расчёта статистических характе-
ристик (одноточечных обычных и центральных моментов) динамических и скалярных полей течения 
только турбулентной жидкости турбулентного течения. Построенные по методу ASMTurbC модели поз-
воляют находить условные статистические характеристики неоднородного поля концентрации восста-
новленной концентрации горючего как пассивной примеси и, как следствие, концентрации основных хи-
мических реагентов горючего и окислителя. Тестирование метода осуществляется на примере построе-
ния математической модели турбулентного факела горения затопленной осесимметричной струи горю-
чего (пропана). Результаты тестирования представляются в виде расчётов условных и полных статисти-
ческих характеристик динамических и скалярных полей факела. Показано, что выполненные расчёты до-
статочно хорошо соответствуют известным экспериментальным данным и не требуют значительных за-
трат времени.  
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Введение 
В настоящее время установлено, что 

все турбулентные течения (свободные, 
пристеночные, следы за обтекаемыми те-
лами) обладают свойством гидродинами-
ческой (здесь и далее – внешней) переме-
жаемости. При этом согласно общеприня-
той терминологии [1, 2] перемежающееся 
турбулентное течение содержит «турбу-
лентную» и «нетурбулентную» жидкость. 
Поскольку все основные процессы турбу-
лентного переноса и смешения происхо-
дят только в турбулентной жидкости, то 
моделирование течения такой жидкости 
представляется особенно значимым. Воз-
можность статистического моделирования 
течения только турбулентной или только 
нетурбулентной жидкости привело к тер-
мину «автономное статистическое моде-
лирование». 

Новый подход в моделировании 
турбулентных течений [3, 4] позволил 
сформулировать эффективный метод по-

строения математических моделей энер-
госодержащей структуры таких течений в 
условиях перемежаемости – метод AS-
MTurb [5, 6]. Дальнейшее распростране-
ние этого метода на моделирование не-
изотермических турбулентных течений 
привело к развитию статистической тео-
рии турбулентного тепло- и массоперено-
са [7], особенностью которой является 
учёт перемежаемости не только динами-
ческих, но и консервативных, скалярных 
полей. Построенные при этом модели 
позволили провести расчёты условных и 
полных статистических характеристик на 
уровне вторых центральных моментов. 
Согласие выполненных расчётов (напри-
мер, [7]) с имеющимися эксперименталь-
ными данными, а также минимальные за-
траты на время счёта (не более 30 с в ма-
тематическом пакете MathCad) указывают 
на высокую эффективность метода      
ASMTurb. Такая эффективность достига-
ется за счёт использования условно 
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усреднённых по турбулентной и нетурбу-
лентной жидкости уравнений гидромеха-
ники (особенность данного метода), что 
позволяет моделировать условные сред-
ние «напрямую» (в отличие, например, от 
метода [1], в котором для их определения 
сначала требуется определить безуслов-
ные средние и коэффициент перемежае-
мости. При этом расчёт безусловных 
средних проводится по моделям RANS, 
которые, как известно, не обеспечивают 
хорошую точность всего комплекса 
«средних» и, в особенности, «пульсаци-
онных» характеристик).  

Цель данной работы – распростра-
нить метод ASMTurb на моделирование 
основных равновесных (как первый этап 
моделирования) процессов турбулентного 
диффузионного горения. Эту задачу бу-
дем решать совместно с использованием 
известного метода PDF консервативного 
скаляра, выбранного в виде «восстанов-
ленной концентрации горючего» как кон-
центрации пассивной примеси [1]. Такой 
подход приводит к новому методу стати-
стического моделирования [8], названно-
му здесь как «метод автономного стати-
стического моделирования турбулентного 
горения ASMTurbC». Преимуществом это-
го метода является то, что он позволяет 
строить модели для течения только тур-
булентной жидкости вне зависимости от 
течения нетурбулентной.  

 
1. Физическая постановка задачи 

Рассмотрим процесс перемежаемо-
сти динамических и скалярных полей на 
примере зоны турбулентного смешения 
спутных потоков с различной концентра-
цией пассивной примеси. Иллюстрация 
течения в этой зоне дана на рис. 1.  

На этом рисунке 𝐷𝑡 и 𝐷𝑛 – области 
физического пространства с турбулентной 
и нетурбулентной жидкостью; 𝐷𝑡,𝑧=1 и 
𝐷𝑡,𝑧=0 – области в турбулентной жидкости 
с постоянным значением концентрации 
пассивной примеси 𝑧; 𝐷𝑐 – область с не-
однородным полем концентрации пассив-
ной примеси (здесь – область пересече-
ния).  

 

 
 

Рис. 1. Иллюстрация течения в зоне смешения 
спутных потоков с различной концентрацией 

пассивной примеси. Датчики продольной скорости  
и концентрации пассивной примеси  

помещены в точке 𝒙 = 𝒙0 
 
При этом турбулентная жидкость 

содержит всю возможную иерархию вих-
рей, т.е. весь набор волновых чисел, в то 
время как нетурбулентная может содер-
жать преимущественно только крупные 
вихри малой интенсивности (или вообще 
их не содержать, если точка 𝒙 = 𝒙0 рас-
положена вдали от зоны смешения).  

Картина поведения мгновенных ха-
рактеристик продольной скорости 𝑢(𝒙, 𝑡) 
и концентрации пассивной примеси 𝑧 в 
точке 𝒙 = 𝒙0 зоны смешения представле-
на на рис. 2. На этом рисунке: а – показа-
ние датчика скорости во всё время наблю-
дения, статистика соответствует обоб-
щённому полю течения 𝐺 = 𝐷 × [0, 𝜏0 ]; 
𝐼 = 𝐼(𝒙, 𝑡) функция и 𝛾(𝑥) = 〈𝐼(𝒙, 𝑡)〉 – ко-
эффициент перемежаемости (как вероят-
ность наблюдения) турбулентной жидко-
сти в области (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺; b – показания 
датчиков скорости и концентрации во 
время наблюдений только турбулентной 
жидкости, статистика соответствует полю 
течения 𝐺𝑡 = 𝐷𝑡 × [0, 𝜏𝑡 ]; 𝐼𝑐 = 𝐼𝑐(𝒙, 𝑡) 
функция и 𝛾𝑐(𝑥) = 〈𝐼𝑐(𝒙, 𝑡)〉𝑐 – коэффици-
ент перемежаемости неоднородного поля 
концентрации пассивной примеси 
0 < 𝑧 < 1 в области (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺𝑡; c – пока-
зания датчиков скорости и концентрации 
пассивной примеси в области (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺𝑐, 
т.е. в поле пересечения 𝐺𝑐 = 𝐷𝑐 × [0, 𝜏𝑐 ], 
которая соответствует области течения 
турбулентной жидкости 𝐷𝑡 на рис. 1, из 
которой «удалены» области 𝐷𝑡,𝑧=1 и 
𝐷𝑡,𝑧=0. Заметим, что при рассмотрении не-
однородного поля концентрации в обоб-
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щённом поле течения, т.е. когда (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺, 
функция и коэффициент перемежаемости 

этого поля приобретают значения          
𝐼𝑧 = 𝐼𝑧(𝒙, 𝑡) и 𝛾𝑧(𝑥) = 〈𝐼𝑧(𝒙, 𝑡)〉.  

 
 

a 
 
 
 
 
 
 

b 
 
 
 
 
 
 
 

c 
 

    
 

 Рис. 2. Фрагменты поведения скорости и концентрации в точке 𝑥 = 𝑥0 зоны смешения (рис. 1)  
 
Как видно из рис. 2, c, все процессы 

турбулентного смешения происходят 
только в области пересечения 𝐺𝑐. В этой 
связи надо сказать о механизме турбу-
лентного переноса пассивной примеси в 
турбулентном течении. 

 
2. Механизм турбулентного переноса 

консервативного скаляра  
Известно, что в отдельных областях 

турбулентного факела наблюдаются как 
турбулентные области с «чистым» окис-
лителем (𝑧 = 0 в окружающей среде воз-
духа), так и с «чистым» горючим (𝑧 = 1 в 
сопле технического устройства). Эти об-
ласти образуются в результате вовлечения 
(эжекции) окружающей нетурбулентной 
жидкости (воздуха) с последующей их 
турбулизацией за счёт поперечного сдвига 
продольной скорости и нелокального воз-
действия пульсаций давления. Такому же 
влиянию подвергаются области с горю-
чим, вытекающим из сопла и не успевшим 
полностью перемешаться с окружающим 
его окислителем. При этом вероятность 

наблюдения областей со значениями 
𝑧 = 0 и 𝑧 = 1 в основной части факела 
может существенно отличаться от нуля 
(известное явление «несмешанности» реа-
гентов, приводящее к неполному сгора-
нию топлива). В результате процесс сме-
шения и горения в областях со значения-
ми 𝑧 = 0 и 𝑧 = 1 происходить не может. 
По этой причине в процессе моделирова-
ния турбулентного факела особое значе-
ние придаётся несовпадению динамиче-
ского поля течения турбулентной жидко-
сти и неоднородного поля концентрации 
пассивной примеси.  

При построении математической 
модели диффузионного турбулентного 
горения используется концепция меха-
низма турбулентного переноса консерва-
тивного скаляра (вещества или темпера-
туры при слабом перегреве) как динами-
чески пассивной и химически инертной 
примеси (или просто – пассивной приме-
си). Согласно [7], турбулентный перенос 
консервативного скаляра осуществляется 
конвективной турбулентной диффузией, 
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носит градиентный характер и происходит 
только в области пересечения динамиче-
ских и скалярных гидродинамических по-
лей 𝐺𝑐 = 𝐺𝑡 ∩ 𝐺𝑧; турбулентный перенос 
импульса, тепла и вещества в области 𝐺𝑐 
носит идентичный характер (при этом 
множество Ω как множество значений 
гидродинамической величины 𝑓(𝒙, 𝑡) 
представляет собой пространство элемен-
тарных событий 𝑓 ∈ 𝛺).  

Дадим теперь обоснование метода 
«автономного» статистического модели-
рования турбулентного горения AS-
MTurbC, который является логическим 
продолжением метода ASMTurb. 

 
3. Метод автономного статистического 

моделирования ASMTurbC 
В статистическом моделировании 

термодинамически равновесных процес-
сов диффузионного турбулентного горе-
ния, т.е. когда процесс горения определя-
ется только процессом смешения химиче-
ских реагентов, с успехом используется 
«метод PDF консервативного скаляра». В 
теории диффузионного горения в качестве 
такого скаляра выбирается «восстанов-
ленная концентрация горючего», которая 
связана с концентрациями горючего и 
окислителя через посредство коэффици-
ента стехиометрии 𝑆𝑡 [1, 9]: 
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При этом в приближении термоди-

намического равновесия состава и темпе-
ратуры для концентраций горючего и 
окислителя на фронте горения выполня-
ются условия  
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в то время как фронт пламени разделяет 
области с горючим и окислителем: 
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Нелинейный характер зависимости 
𝐶𝑖 = 𝑓(𝑧) приводит к необходимости ис-
пользования PDF восстановленной кон-
центрации горючего 𝑧 (концентрации пас-
сивной примеси) для статистического 
усреднения концентраций горючего и 
окислителя.  

 
3.1. Принцип построения  
статистических моделей  

Сформулируем принцип построения 
статистических моделей диффузионного 
турбулентного горения как метод AS-
MTurbС, основанный на следующих по-
ложениях: 1) основные процессы турбу-
лентного горения происходят только в об-
ласти течения турбулентной жидкости с 
неоднородным полем концентрации пас-
сивной примеси 𝑧 ∈ 𝐺𝑐, т.е. в области пе-
ресечения 𝐺𝑐; 2) основными характери-
стиками турбулентного горения являются 
условные средние гидродинамических ха-
рактеристик из области пересечения 𝐺𝑐;  
3) условные средние гидродинамических 
характеристик описываются дифференци-
альными уравнениями гидромеханики, 
условно усреднёнными по области пере-
сечения 𝐺𝑐; 4) условные средние концен-
траций химических реагентов определя-
ются с помощью условной PDF 𝑃𝑐(𝑧) 
концентрации пассивной примеси 𝑧, 
мгновенные значения которой связывают-
ся с концентрациями горючего и окисли-
теля; 5) полное среднее гидродинамиче-
ских характеристик рассчитывается (если 
это необходимо) по статистическим соот-
ношениям статистической гидромехани-
ки, связывающим полное и условное 
средние через посредство коэффициентов 
перемежаемости. 

Метод ASMTurbС базируется на 
операции условного статистического 
усреднения выражений (3), проведённой с 
использованием условной PDF 𝑃𝑐(𝑧) по 
множеству 𝛺𝑐 = {𝑧; 0 < 𝑧 < 1}, и даёт 
условные средние горючего и окислителя:  
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Необходимость в определении 

функции 𝑃𝑐(𝑧), таким образом, становится 
очевидной.  

 
3.2. Математический аппарат  

метода ASMTurbC 
Сформулированная концепция ме-

ханизма турбулентного переноса консер-
вативного скаляра основывается на том 
экспериментально установленном факте, 
что в областях течения с турбулентной 
жидкостью 𝐺𝑡 существуют области с од-
нородным полем концентрации пассивной 
примеси 𝑧 = 0 и 𝑧 = 1, в которых турбу-
лентная диффузия вещества отсутствует. 
Математическим выражением принятой 
концепции является соотношение  

 

max
.t c

c
u

z
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=             (5) 

 
Здесь 〈𝑧〉𝑐 = 〈𝑧〉𝑡,𝑧∈𝐺𝑐  – статистиче-

ски усреднённая безразмерная (в массо-
вых долях) концентрация пассивной при-
меси, которая определяется условной вы-
боркой мгновенных значений 𝑧 ∈ 𝐺𝑐 во 
время наблюдения турбулентной среды в 
заданной точке турбулентного потока, т.е. 
когда выполняется условие (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺𝑐. 
При этом условное среднее скорости тур-
булентной жидкости  
 

const(1 )t c t c tt c zu u uγ γ == + −        (6) 
 
и в заданной точке турбулентного потока 
является неизменным (поток считается 
статистически стационарным). 𝛾𝑐 – веро-
ятность наблюдения концентрации пас-
сивной примеси, принадлежащей области 
пересечения, т.е. области с неоднородным 
полем консервативного скаляра в турбу-
лентной среде течения. При этом согласно 

(6) в области пересечения 𝐺𝑐, т.е. когда 
𝛾𝑐 = 1, величина 
 

,t tc tu u≅             (7) 
 
где 〈𝑢𝑡〉𝑡 ≡ 〈𝑢〉𝑡. Более того, из-за малого 
объёма областей с 𝑧 = const с хорошим 
приближением можно считать, что 𝛾𝑐 → 1, 
так что из (6) получаем 〈𝑢𝑡〉𝑧=const ≅ 〈𝑢〉𝑡. 
Очевидно при этом, что коэффициенты 
перемежаемости динамических и скаляр-
ных полей должны быть одного порядка, 
т.е. их максимальные значения должны 
отличаться на небольшую величину.  
 

4. Моделирование турбулентного  
диффузионного факела  

горения пропана 
4.1. Зависимость концентраций  

химических реагентов  
от концентрации пассивной примеси 

Моделирование равновесного диф-
фузионного турбулентного факела горе-
ния, кинетика которого описывается пря-
мой одноступенчатой брутто-реакцией, в 
совокупности с моделью восстановленной 
концентрации горючего [1] позволяет 
определять значения равновесной плотно-
сти, температуры, концентрации реаген-
тов и продуктов сгорания. Расчёт концен-
трации пропана в турбулентном диффузи-
онном затопленном факеле горения струи 
пропана в окружающем воздухе был про-
ведён на основе результатов моделирова-
ния характеристик пассивной примеси. 
При этом величина эквивалентной кон-
центрации пропана, которая сохраняется 
во всех реакциях без участия кислородо-
содержащих соединений, представляется 
в виде [1] 

 
44 ,

36 3 if
i i

c c
n

=
+∑            (8) 

 
где 𝑐𝑖 – массовые концентрации углеводо-
родов; 𝑛𝑖 – отношение числа атомов водо-
рода H и C в i-ом углеводороде. В отсут-
ствие пиролиза эта величина равна кон-
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центрации пропана. В этом случае реак-
ция горения пропана записывается в виде 
брутто-реакции 
 

3 8 2 2 2C H +5O =3CO +4H O ,           (9) 
 
коэффициент стехиометрии которой 
St=3.636.  
 

4.2. Метод расчёта PDF концентрации 
пассивной примеси  

Точное решение для условной 𝑃𝑐(𝑧) 
в области турбулентной струи с сильной 
перемежаемостью (край струи) найдено в 
[8]. В этой же работе был предложен спо-
соб определения условной усечённой PDF 
концентрации пассивной примеси, позво-
ляющий проводить расчёты в широкой 
области струи. В данном случае условная 
PDF задавалась в виде 

 
2

2

( )( ) ;
22

,

c
cc c

c

k SmP exp
SS z

z
z

ζζ
π

ζ

 −
= − 

 

=

         (10) 

 
где интенсивность пульсаций концентра-
ции 𝑆𝑐 = 𝜎𝑐 〈𝑧〉𝑐⁄  с дисперсией σ𝑐2 =
= 〈(𝑧 − 〈𝑧〉𝑐)2〉c, 𝑆𝑚 = const, 𝑘 = const. 
Разработанная программа расчёта показа-
ла, что формула (10) в случае негорящей 
турбулентной струи хорошо соответству-
ет опытным данным при 𝑆𝑐 = 0.554 [1], 
𝑆𝑚 = 0.9. Однако согласно опытным дан-
ным [10] величина 𝑆𝑐 = 0.7 только на 
краю факела и изменяется по мере про-
движения наблюдений к оси факела, т.е. 
когда величина 〈𝑧〉𝑐 → 1. Именно это об-
стоятельство является ключевым при рас-
пространении метода усечённых PDF на 

всю область факела горения. При этом 
поведение величины 𝑆𝑐 может быть 
найдено из условия нормировки 𝑃𝑐(𝜁), а 
значение параметра 𝑘 – при заданном зна-
чении 𝑆𝑐 = 0.7. Величина 𝑆𝑚 = 1 в фор-
муле (10) в этом случае выбирается из 
условия наилучшего расчёта условных 
средних концентрации горючего и окис-
лителя. 

Важно заметить, что проведённые 
расчёты условных средних концентрации 
пассивной примеси 〈𝑧〉𝑐 показали замет-
ное различие для изотермической и не-
изотермической (даже в случае слабого 
подогрева) струи [7]. Ясно, что в случае 
горения температура струи будет высокой 
и её влияние на расчёт концентрации 〈𝑧〉𝑐 
возрастает.  
 
 

5. Результаты расчётов  
статистических характеристик 

5.1. Расчёты условных PDF  
концентрации пассивной примеси  
Результаты расчётов точной и усе-

чённой нормированной функции 𝑝𝑐(𝜁) =
〈𝑧〉𝑐𝑃𝑐(𝜁) для края осесимметричной за-
топленной турбулентной струи метана 
представлены на рис. 3, кривые 1 и 2. Рас-
чёт функции 𝑝𝑐(𝜁) в случае горения осе-
симметричной струи пропана в окружаю-
щем воздухе представлен кривой 3 на 
рис. 3. Поведение величины 𝑆𝑐 в зависи-
мости от величины 〈𝑧〉𝑐 〈𝑧0〉𝑐⁄  (𝑧0 – кон-
центрация на оси струи) вместе с имею-
щимися опытными данными представле-
ны на рис. 4. Как видно, расчётные и 
опытные данные находятся в достаточно 
хорошем согласии. 
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Рис. 3. Расчёты условной PDF 𝑝𝑐(𝜁) для края 
осесимметричной затопленной струи метана:  
1 – точное решение [8] и 2 – по формуле(10) со 

значением 𝑆𝑚 = 0.9; 3 – по формуле (10) в случае 
горения со значением 𝑆𝑚 = 1. Сплошные линии – 
расчёт, значки – опытные данные: ×[11], +[12] 

 

 
 

Рис. 4. Интенсивность пульсаций концентрации 
пассивной примеси (пары масла)  

в осесимметричной затопленной струе.  
Сплошная кривая – расчёт,  

кружки – опытные данные [10] 
 

 
5.2. Расчёт концентрации пропана 

Расчёт концентрации пропана по ме-
тоду ASMTurbC в рассматриваемом здесь 
турбулентном диффузионном затоплен-
ном факеле горения, на фронте которого 
величина восстановленной концентрации 
горючего 𝑧𝑠 = 0.06, проводился по фор-
муле (4) и представлен на рис. 5. Здесь 
расчётные кривые: 1 – с использованием 
точного решения уравнения для PDF; 2 – 
с использованием усечённой PDF. Из рис. 
5 видно, что расчёт соответствует опыт-
ным данным [1], т.е. модель ASMTurbC 
позволяет проводить расчёты в широкой 
области факела горения с хорошей точно-
стью. На рис. 6 приведены результаты 
расчётов в обычной (не логарифмической) 
системе координат с учётом и без учёта 
пульсаций концентрации по квазилами-
нарной модели горения, когда использу-
ется операция усреднения по методу 
RANS с результатом  

 
 

.
1

sc
f c

c

z z
C

z
−

=
−

         (11) 

 

Как видно, квазиламинарный режим 
горения (кривая 3) принципиально отли-
чается от турбулентного, т.е. влияние 
пульсаций концентрации в турбулентном 
режиме горения является определяющим, 
и квазиламинарная модель, которая соот-
ветствует операции усреднения Рейнольд-
са, мало пригодна для описания турбу-
лентного горения. 

На рис. 7 представлены расчёты 
условных (проведённых по методу 
ASMTurbC) и безусловных (по методу 
RANS) средних значений концентраций 
горючего и окислителя. Видно, что стати-
стическое усреднение методом ASMTurbC 
с привлечением PDF концентрации пас-
сивной примеси даёт значительное влия-
ние пульсаций на расчёт условных сред-
них концентраций горючего и окислителя.  

На рис. 8 представлены расчёты 
условного среднего концентраций горю-
чего, окислителя и продуктов сгорания в 
широкой области факела горения, т.е. в 
широкой области изменения условного 
среднего восстановленной концентрации 
горючего. 
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Рис. 5. Условное среднее концентрации пропана в 
затопленном диффузионном факеле. Расчётные 
кривые: 1 – с использованием точного решения 

уравнения для PDF; 2 – с использованием усечён-
ной PDF(10). Значки – опытные данные [1]. 

Начальная скорость истечения струи 
 𝑢0 = 10.7 м/с 

 

 
Рис. 6. Условное среднее концентрации пропана на 

краю затопленного диффузионного факела. 
Расчётные кривые соответствуют рис. 5.  

Пунктирная линия 3 – расчёт в случае  
квазиламинарного режима горения 

 
Рис. 7. Условные и безусловные средние  

концентраций горючего и окислителя в факеле  
горения пропана: 1 – 〈𝐶𝑓〉𝑐 и 2 – < 𝐶0 >с – расчёты 
по методу ASMTurbC; 3 – 〈𝐶𝑓〉𝑘𝑐 и 4 – < 𝐶0 >𝑘с – 

расчёты по методу RANS (квазиламинарный факел 
горения – пульсации не учитываются) 

 
Рис. 8. Условные средние концентраций  

горючего 1, окислителя 2  
и продуктов сгорания 3  

в широкой области факела горения 

 
Заключение 

Предложенный метод ASMTurbС ба-
зируется на методе ASMTurb [5], который 
позволяет проводить автономное модели-
рование статистических характеристик 
каждой из перемежающихся сред турбу-
лентного течения. Принципиальным от-
личием метода ASMTurbС является то, что 
он позволяет строить математические мо-
дели для расчёта статистических характе-
ристик только для динамических полей 
течения турбулентной жидкости с неод-
нородной концентрацией пассивной при-
меси, т.е. в области пересечения 𝐺𝑐. По-

строенная по методу ASMTurbC модель 
позволяет находить статистические харак-
теристики восстановленной концентрации 
горючего 𝑧 в зависимости от простран-
ственных координат факела, в то время 
как использование PDF 𝑃𝑐(𝑧) – находить 
условное среднее равновесных концен-
траций горючего и окислителя в зависи-
мости от значений 𝑧. 

Что касается теории моделирования 
неравновесных процессов горения, 
например, оксидов азота, то здесь требу-
ется привлечение теории мелкомасштаб-
ной турбулентности. Однако в случае ис-
пользования, например, теории А.Н. Кол-
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могорова возникает проблема, связанная с 
зависимостью коэффициентов пропорци-
ональности (например, в законе «двухтре-
тей») от коэффициента внешней переме-
жаемости. Развитие теории А.Н. Колмого-

рова в условиях гидродинамической пе-
ремежаемости, включая перемежаемость 
диссипативной жидкости, представлено в 
работе [13]. 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
Тестирование метода ASMTurb 
Метод ASMTurb позволяет строить 

математические модели для условных 
статистических характеристик каждой из 
перемежающихся сред турбулентного те-
чения. При этом полные средние находят-
ся по статистическим соотношениям тео-
рии вероятностей. Для демонстрации эф-
фективности этого метода представим ре-
зультаты расчётов условного и полного 
среднего основных статистических харак-

теристик, полученных по модели         
ASMTurb для зоны турбулентного смеше-
ния спутных потоков (рис. 9–11). Здесь же 
представлены опытные данные [14] в за-
висимости от 𝜂 = 𝑦 𝑥 ⁄ с экспериментально 
найденным значением 𝜂0𝑠 = −0.02. На 
рис. 12 для сравнения приведены резуль-
таты расчётов безусловного среднего ста-
тистических характеристик, выполненные 
по модели RANS.  

 

 
a 

 

 
b 

 Рис. 9. a – распределение скоростей диссипации турбулентной энергии 〈𝜀〉𝑟:  
1 – 〈𝜀〉𝑅 – безусловное среднее RANS,  2 – 〈𝜀〉𝑡 – условное среднее в турбулентной жидкости.  

b – распределение  значений коэффициента перемежаемости 𝛾 = 〈𝜀〉𝑅/〈𝜀〉𝑡 

 

 
a 

 

 
b 

Рис. 10. Условные и полные средние динамических характеристик:  
a – продольная скорость 〈𝑈〉𝑟 = 〈𝑢〉𝑟 𝑢1⁄ : 1–∆–〈𝑈〉𝑡; 2––〈𝑈〉𝑛1; 3––〈𝑈〉𝑛2; 4–ο–〈𝑈〉 = 〈𝑢〉 𝑢1⁄ .  

b – поперечная скорость 〈𝑉〉𝑟=〈𝑣〉𝑟 𝑢1⁄ : 1–〈𝑉〉𝑡; 2–〈𝑉〉𝑛; 3–〈𝑉〉 = 〈𝑣〉 𝑢1⁄ .  
Опытные данные для  〈𝑉〉𝑟 отсутствуют 
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a 

 

 
b 

 Рис. 11. Условные и полные средние пульсационных характеристик: 
a – напряжение трения 𝜏𝑟 = −〈𝑢′𝑣′〉𝑟/𝛥𝑈2: 1– 𝜏𝑡; 2– 𝜏𝑛1, 3– 𝜏𝑛2; 4–ο–𝜏 = −〈𝑢′𝑣′〉/𝛥𝑈2; 

b – интенсивность пульсаций продольной скорости 〈𝑢2〉𝑟 = 〈𝑢′2〉𝑟 𝛥𝑈2⁄ :  
1–∆–〈𝑢2〉𝑡;  2––〈𝑢2〉𝑛1, 3––〈𝑢2〉𝑛2; 4–ο–〈𝑢2〉 = 〈𝑢′2〉𝑟 𝛥𝑈2⁄ .  

Опытные данные для  𝜏𝑡 и 𝜏𝑛 отсутствуют 
 

 
a 

 

 
b 

Рис. 12. a – профиль безусловного среднего продольной скорости 〈𝑈〉𝑅 = 〈𝑢〉𝑅 𝑢1⁄ ;  
b – распределение безусловного среднего касательного напряжения трения 𝜏𝑅 = −〈𝑢′𝑣′〉𝑅 𝛥𝑈2⁄  

 
Способ трансформации модели RANS  

в модель ASMTurb 
Метод ASMTurb допускает возмож-

ность трансформации известной модели 
RANS в модель ASMTurb. Проведём такую 
трансформацию на примере моделирова-
ния дефекта продольной скорости 
〈𝑢〉 = 𝑈∞ − 〈𝑈〉 турбулентного течения в 
дальнем следе за поперечно обтекаемым 
круговым цилиндром. Известная модель 
RANS [15] даёт решение для безусловного 
среднего дефекта этой скорости в виде 
〈𝑢〉𝑅 〈𝑢〉𝑅𝑚𝑎𝑥 = 𝑒𝑥𝑝 [−0.5(ξ 𝑏𝑅⁄ )2]⁄ , где 
𝑏𝑅 = 0.181; ξ = 𝑦/𝑙0; 𝑙0 = �(𝑥 − 𝑥0)𝑑; 𝑑 – 
диаметр цилиндра.  

Представим это решение как 
 

2/ [ 0.5( / ) ] ,rmaxr ru u exp bξ= −        (12) 
 

где 𝑟 = 𝑅 – для безусловного среднего 
RANS, 𝑟 = 𝑡 – для условного среднего 
турбулентной и 𝑟 = 𝑛 – нетурбулентной 
жидкости. Эмпирические параметры 𝑏𝑡 и 
𝑏𝑛 будем находить из следующих сообра-
жений. Привлечём статистическое выра-
жение для полного среднего 
  

(1 )t nu u uγ γ= + −         (13) 
 
и заметим, что в области течения турбу-
лентной жидкости 𝛾 = 1, так что        
〈𝑢〉 = 〈𝑢〉𝑡. Причём с точки зрения слу-
чайных функций величина полного сред-
него 〈𝑢〉 эквивалентна величине безуслов-
ного среднего 〈𝑢〉𝑅, т.е. 〈𝑢〉 = 〈𝑢〉𝑅.  

Подберём теперь параметр 𝑏𝑡 в ре-
шении (12) для 〈𝑢〉𝑡 так, чтобы 〈𝑢〉𝑡 = 〈𝑢〉𝑅 
в области течения со значением 𝛾 ≅ 1. 
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Такую же операцию проделаем для 
условного среднего нетурбулентной жид-
кости в области 𝛾 ≅ 0 с надлежащим под-
бором параметра 𝑏𝑛 в решении (12) для 
〈𝑢〉𝑛, где 〈𝑢〉𝑛 = 〈𝑢〉𝑅.  

На рис. 13 a,b представлены резуль-
таты такой трансформации. Расчёты вы-
полнены в переменных [15]: 
 𝑢𝑟 = 〈𝑢〉𝑟 〈𝑢〉𝑟max⁄ , 
 ξ = 𝑦/𝑙0 (рис. 13, a) и [16]: 

 𝑢𝐹𝑑𝑟 = 𝐴𝐹 〈𝑢〉𝑟 〈𝑢〉𝑟max⁄ · 𝑑 𝑙0⁄ · 102, 
 y 𝑑⁄ = 𝑙0 𝑑⁄  · ξ, 
 где величина 𝐴𝐹 = 1.18, 𝑙0 𝑑⁄ = √440 
(рис. 13, b).  

Полное среднее определялось по 
формуле (13) при известном распределе-
нии значений коэффициента перемежае-
мости 𝛾, которое подбиралось в виде ап-
проксимирующей опытные данные [17] 
кривой. 

 
 

 
a 

 

 
b 

Рис. 13. Условные и полное средние дефекта продольной скорости:  
a– 1– 𝑢𝑡, 2– 𝑢𝑛, 3– 𝑢–●– [17],�– [16];     

b– 1–∆–𝑢𝐹𝑑𝑡, 𝑏𝐹𝑡 = 0.191; 2–♦–𝑢𝐹𝑑𝑛, 𝑏𝐹𝑛 = 0.14; 3–ο–𝑢𝐹𝑑; 4– безусловное среднее RANS  
 
Как видно, результаты тестирования 

метода ASMTurb дают хорошую точность 
для моделирования турбулентного тече-
ния – расчёты условного и полного сред-
него статистических характеристик прак-
тически совпадают с опытными данными. 
Примечательно при этом, что модель AS-

MTurb построена на градиентных гипоте-
зах замыкания самого простого типа и со-
держит всего два эмпирических парамет-
ра, связанных с расширением турбулент-
ной зоны смешения вниз по потоку и с 
максимальным значением кинетической 
энергии турбулентности. 
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A new principle of constructing mathematical models for the processes of diffusion turbulent combustion 

is formulated and a method of autonomous statistical modeling of hydrodynamic characteristics of such process-
es (ASMTurbC method) is proposed. Consideration of the intermittence effects of dynamic and scalar fields 
combined with the known method of «reduced concentration of fuel» is the distinctive feature of the method. 
The fundamental distinction of the ASMTurbC method is the possibility of constructing mathematical models for 
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calculating statistical characteristics (one-point ordinary and central moments) of dynamic and scalar fields of 
the flow only of turbulent fluid of the turbulent flow. The models constructed by the ASMTurbC method make it 
possible to find the conditional statistical characteristics of the inhomogeneous field of reduced fuel concentra-
tion (with the fuel used as a passive admixture) and, as a result, to obtain concentrations of the major chemical 
reagents of fuel and oxidizer. The method is tested using the construction of a mathematical model of a turbulent 
flame of a submerged axisymmetric fuel jet (propane). The results of testing are presented in the form of calcula-
tions of the main statistical characteristics of dynamic and scalar fields of the flame. It is shown that the results 
of calculations are in good agreement with the known experimental data and that the calculations are not time-
consuming. 

 
Statistical modeling, diffusion turbulent combustion, ASMTurbC method, intermittency, mathematical 

model, turbulent and nonturbulent fluid. 
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