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В статье рассматривается разработка численного метода для определения параметров модели пол-

зучести. Предложена  линейно-параметрическая дискретная модель, описывающая в форме разностного 
уравнения связь между последовательными значениями деформации ползучести. Получены формулы, 
описывающие связь между коэффициентами линейно-параметрической дискретной модели и параметра-
ми модели ползучести. Описана итерационная процедура  среднеквадратического оценивания коэффици-
ентов линейно-параметрической дискретной модели. Показана методика оценки погрешности вычисле-
ния параметров модели ползучести, проведены численно-аналитические исследования достоверности и 
корректности описанной методики. Выполнена экспериментальная проверка полученных результатов с 
хорошей согласованностью теоретических и экспериментальных данных. Разработанный численный ме-
тод определения параметров кривой ползучести может быть применён в пределах стадии неустановив-
шейся и установившейся ползучести. 

 
Модель ползучести, линейно-параметрическая дискретная модель, итерационная процедура, раз-

ностные уравнения, обобщённая регрессионная модель, численный метод, среднеквадратичное оценива-
ние, оценка погрешности. 
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Введение. В последние пятнадцать 

лет происходит интенсивное развитие 
численных методов анализа напряжённо-
деформированного состояния твёрдых тел 
в условиях ползучести [1]. Однако нели-
нейность определяющих уравнений пол-
зучести и длительной прочности является 
сдерживающим фактором [2], который не 
позволяет в должной мере развивать ана-
литические и численные методы решения. 
Большинство существующих методик 
определения параметров кривой ползуче-
сти обладают рядом недостатков, а имен-
но: или не учитывается влияние случай-
ной помехи, объективно существующей в 
результатах наблюдений, или требуется 
несколько экспериментальных кривых 
ползучести, или громоздки для примене-
ния [3]. Поэтому существует потребность 
в разработке численного метода опреде-
ления параметров кривой ползучести, ли-
шённого указанных недостатков. 

Определяющее уравнение. В соот-
ветствии с моделью ползучести, предло-
женной Содербергом [4], в одноосном 

случае уравнение кривой ползучести для 
первых двух стадий имеет вид: 

 
( )ˆ [1 ]ty t a e Btα−= − +  ,          (1) 

 
где ŷ  − деформация ползучести; t  − вре-
мя; a ,α , B  − параметры материала, под-
лежащие определению. Идентификация 
параметров модели (1) происходит на ос-
нове минимизации квадратов отклонений 

1
2

0

ˆ( ) min
N

k k
k

y y
−

=

− →∑ . Эта задача относится 

к классу задач нелинейной регрессии, ме-
тоды решения которой описаны в [1] и 
сопряжены со сложностью решения воз-
никающей при этом  системы нелинейных 
уравнений. 

Построение линейно-параметри-
ческой дискретной модели. Чтобы избе-
жать указанных трудностей, предлагается 
построить линейно-параметрическую 
дискретную модель (ЛПДМ), описываю-
щую в виде рекуррентной формулы по-
следовательные значения деформации 
ползучести, описываемые моделью (1). 
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Для построения ЛПДМ рассмотрим зна-
чения зависимости ˆ( )y t  в дискретные мо-
менты времени с периодом дискретизации 
τ  и, в соответствии с (1), получим: 

 
ˆ [1 ] , 0, 1k

ky a e B k k Nατ τ−= − + = − ,         (2) 
 
где N − объём выборки данных.  

Далее, подставляя в (2) вместо k  
значение 1k − , получим 

1ˆ [1 ] ( 1)k
ky a e e B kατ ατ τ−
− = − + −  или 

1ˆ ( 1)k
ky a ae e B kατ ατ τ−
− = − + − . Легко заме-

тить, что справедливо соотношение 
1ˆ[ ( 1)]k

kae y a B k eατ αττ− −
−− = − − − , подстав-

ляя которое в (2), получим 
1ˆ ˆ[ ( 1)]k ky a y a B k e B kαττ τ−
−= + − − − + .  

Далее, раскрывая скобки и приводя 
подобные слагаемые, получим  

1ˆ ˆ ( )k ky y e B B e k a ae B eατ ατ ατ αττ τ τ− − − −
−= + − + − + . 

Таким образом, получаем ЛПДМ, 
связывающую последовательные  значе-
ния деформации ползучести, описывае-
мой моделью (1) вида 

 
0

1 1 2 3

ˆ 0,
ˆ ˆ , 1, 1,k k

y

y y k k Nλ λ λ−

=


= + + = −
         (3) 

 
где 1 e ατλ −= , 2 B B e ατλ τ τ −= − , 

3 a ae B eατ ατλ τ− −= − + . 
При определении параметров в мо-

дели (3) необходимо учитывать, что экс-
периментальное значение ky  содержит в 
себе случайную помеху kε , то есть 

ˆk k ky y ε= + . С учётом данного соотноше-
ния модель (3) примет вид 

 
0 0

1 1 2 3 1 1

,

, 1, 1k k k k

y

y y k k N

ε

λ λ λ λ ε ε− −

=


= + + − + = −
 

 
или в виде обобщённой регрессионной 
модели: 
 

,
.

b F
Pλ

λ η
η ε
= +

 =
            (4) 

Здесь 1 2 3( , , )Tλ λ λ λ=  – вектор не-
известных коэффициентов линейно-
параметрической дискретной модели; 

0 1( ,..., )T
Nε ε ε −=  – N -мерный вектор слу-

чайной помехи в результатах наблюдений; 
0 1 2 1( , , ,..., )T

Nη η η η η −=  – N -мерный вектор 
эквивалентного случайного возмущения в 
стохастическом разностном уравнении; 

0 1 1( , ,..., )T
Nb y y y −= – N -мерный вектор 

правой части; [ ]1 2 3F f f f=    – матрица 
регрессоров размера 3N × , столбцы кото-
рой имеют вид: 1 0 1 2(0, , ,..., )T

Nf y y y −= ,    

2 (0,1, 2,..., 1)Tf N= − , 3 (0,1,1,1..,1)Tf = . 
Строки матрицы P  эквивалентного 

возмущения (размера N N× ) в стохасти-
ческом разностном уравнении имеют вид: 

( )0 1,0,0,0,..,0p = , ( )1 1,1,0,0,0,..,0p λ= − , 

( )2 10, ,1,0,0,0,..,0p λ= − , ,  

( )1 10,0,...0, ,1Np λ− = − . 
Итерационная процедура оцени-

вания коэффициентов обобщенной ре-
грессионной модели. В основе оценива-
ния коэффициентов jλ  обобщённой ре-
грессионной модели (4) лежит минимиза-
ция функционала [6] 

 
22 1 1 ˆ minP b P Fλ λε λ− −= − ⇒ .         (5) 

 
Очевидно, что вычисленные таким 

образом оценки обеспечивают также ми-
нимальное отклонение ˆy y−  смоделиро-
ванной функции, описывающей мгновен-
ные значения ˆky , от экспериментальных 
данных ky . Минимизация функционала 
(5) приводит к решению нормальной си-
стемы уравнений, линейных относительно 
переменных jλ . Для этого может быть 
применён численный итерационный ме-
тод. На первом шаге алгоритма этого ме-
тода вычисляется начальное приближение 

(0)λ̂ -вектор МНК-оценок регрессионных 



                     Машиностроение и энергетика 

115 
 

коэффициентов из минимизации функци-

онала 
22 ˆ minb Fη λ= − ⇒ : 

( ) 1(0)ˆ T TF F F bλ
−

= . 
Затем на основе этих оценок фор-

мируется матрица (0)
(0)( )P P λ

λ
=  и вычис-

ляется обратная матрица (0)
1P

λ
− . Подставив 

эту матрицу в (4), получим линейную   
регрессионную модель вида: 

(0) (0)
1 1 (1)

ˆ ˆ
P P Fλ ε

λ λ
− −= + , где (0)

(1) 1

ˆ
Pε η

λ
−= . 

При этом функционал (5) принимает вид: 

(0) (0)

22(1) 1 1
ˆ ˆ

ˆˆ minP b P F
λ λ

ε λ− −= − ⇒ . Очевид-
но, что этот функционал является линей-
ным относительно параметров jλ . Его 
минимизация приводит к нормальной си-
стеме линейных алгебраических уравне-
ний, решение которой имеет вид: 

(0) (0) (0) (0)

1(1) 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ( ) ( )T T T TF P P F F P P b
λ λ λ λ

λ
−− − − − =   . 

Вводя матрицу (0) (0) (0)ˆ ˆ ˆ
TP P

λ λ λ
Ω = , 

получаем соотношение для вычисления 
уточнённого приближения: 

(0) (0)

1(1) 1 1
ˆ ˆ

ˆ T TF F F b
λ λ

λ
−− − = Ω Ω  . Это новое 

приближение вектора среднеквадратич-
ных оценок коэффициентов разностного 
уравнения используется для вычисления 
матрицы )ˆ( )1(

)1( λ
λ

PP =  и т.д.  

Таким образом, в основе алгоритма 
численного метода среднеквадратичного 
оценивания коэффициентов линейно-
параметрической дискретной модели ле-
жат рекуррентные формулы [6]: 

( 1) ( 1)

1( ) 1 1
ˆ ˆ

ˆ
k k

k T TF F F b
λ λ

λ − −

−− − = Ω Ω  , 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆk k k
TP P

λ λ λ
Ω = , 

( )
( )ˆ( ), 1, 2,3...k
kP P kλ

λ
= = . 

Полученные среднеквадратические 
оценки ˆ

jλ  коэффициентов линейно-
параметрической дискретной модели (1) 
используются при вычислении помехо-
устойчивых оценок параметров кривой 
ползучести Ba ,,α : 

1
1 ˆˆ ln( )α λ
τ

= − , 

2

1

ˆˆ
ˆ(1 )

B λ
λ τ

=
−

, 3 1 2
2

1 1

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ1 (1 )
a λ λ λ

λ λ
= −

− −
.         (6) 

 
Таким образом, получены формулы, 

связывающие среднеквадратические 
оценки ˆ

jλ с параметрами кривой ползуче-
сти. 

Оценка погрешности. Для оценки 
погрешности результатов вычисления па-
раметров модели (1) на основе (6) можно 
воспользоваться методикой, описанной в 
[6]. Вначале находится остаточная дис-
персия 

1
2

2 0

ˆ( )
N

k k
k

y y
s

N n

−

=

−
=

−

∑
, 

где ky  − данные эксперимента; 
ˆ ˆˆ ˆ[1 ]k

ky a e B kατ τ= − +  − результаты вычис-
лений на основе модели ползучести; 3n =  
− число коэффициентов в обобщённой ре-
грессионной модели. Далее вычисляется 
матрица дисперсий-ковариаций 

1 1 2
ˆ ˆ ˆ

ˆ[ ] ( )V F F s
λ λ λ

λ − −= Ω . 

Оценка дисперсии 2 ˆ[ ]s B  результата 

вычислений параметра { }1 2 3
ˆ ˆ ˆˆ , ,B λ λ λ=  мо-

дели ползучести находится по формуле 
[6]  

 
2

3
2 2

1

2 3

1 1

ˆ ˆˆ[ ] [ ]ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ2 [ , ].ˆ ˆ

i
i i

i j
i j i i j

Bs B s

B B cov

λ
λ

λ λ
λ λ

=

= = +

 ∂
≈ +  ∂ 

∂ ∂
+

∂ ∂

∑

∑ ∑
 

 
При построении доверительных гра-

ниц случайной погрешности результата 
вычислений параметра { }1 2 3

ˆ ˆ ˆˆ , ,B λ λ λ=  
можно воспользоваться формулой [2]: 

ˆ[ ]B t s Bβ∆ = . В первом приближении мож-
но считать, что статистика tβ имеет рас-
пределение Стьюдента с N nν = −  степе-
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нями свободы. В этом случае при довери-
тельной вероятности 0,95β = и числах 
степеней свободы 25ν ≥ достаточно при-
нять 2,1tβ = . Найденная величина 

B∆ может рассматриваться в качестве 
предельной абсолютной погрешности (с 
заданной вероятностью) результата вы-
числения рассматриваемого параметра: 

ˆB B B= ± ∆ . Предельные относительные 
погрешности результата вычислений па-
раметра { }1 2 3

ˆ ˆ ˆˆ , ,B λ λ λ=  находятся по фор-

муле B
B

B
δ ∆

= . 

Для проверки корректности описан-
ной методики проводились численно-
аналитические исследования результатов 
вычисления параметров модели ползуче-
сти (1).   

На рис. 1−3 представлены зависимо-
сти оценок погрешности вычисления па-
раметров a , α , B  от величины случай-
ной помехи, построенные по описанной 
методике. В каждой точке численного 
эксперимента, соответствующей заданно-
му значению мощности случайного воз-
мущения 0.4%, 1,2,..,5i i iε = ⋅ = , на основе 
тестовых выборок было вычислено сто 
оценок параметров модели ползучести a , 
α , B , их относительные погрешности, а 
также оценки предельных относительных 
погрешностей a∆ , α∆ , B∆ . Линии описы-
вают зависимости минимальной из оценок 
предельной относительной погрешности 
вычисленных параметров модели ползу-
чести на основе описанной методики. 
Точки на рисунках соответствуют резуль-
татам вычислений параметров модели 
ползучести, полученным при компьютер-
ном моделировании процесса ползучести. 

Из рис. 1−3 следует, что все точки, 
соответствующие относительным по-
грешностям вычисления параметров, 
укладываются в границы, описываемые 
минимальными значениями предельной 
относительной погрешности. 

 
 

 
Рис. 1. Зависимости оценок предельной  

относительной погрешности и экспериментально 
найденных относительных погрешностей  

вычисления параметра a  
 
 

 
Рис. 2. Зависимости оценок предельной  

относительной погрешности и экспериментально 
найденных относительных погрешностей  

вычисления параметра α  
 
 

 
Рис. 3. Зависимости оценок предельной  

относительной погрешности и экспериментально 
найденных относительных погрешностей  

вычисления параметра B  
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Заключение. Разработан численный 
метод определения параметров модели 
ползучести, представленной в виде закона 
Содерберга, в основе которого лежат раз-
ностное уравнение, описывающее резуль-
таты наблюдений, и среднеквадратичное 

оценивание коэффициентов обобщённой 
регрессионной модели. Данный метод 
может быть применён к решению задачи 
определения параметров кривой ползуче-
сти в пределах первых двух стадий ползу-
чести. 
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The article discusses the development of a new numerical method for determining the parameters of a 

creep model.  A discrete linear parametric model describing the relationship between successive values of creep 
strain in the form of a difference equation is proposed. Formulas for describing the relationship between the co-
efficients of the linear parametric discrete model and the creep model parameters have been obtained. An itera-
tive procedure of mean-square estimation of coefficients of the linear parametric discrete model is described. A 
technique of estimating the error of calculating the model parameters of creep is shown, numerical and analytical 
studies of reliability and correctness of the described procedure have been carried out. Experimental verification 
of the results with good agreement between theoretical and experimental data is presented. The developed nu-
merical method of determining the creep curve parameters can be applied at the stages of stationary and non-
stationary creep. 
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