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В работе аналитически и численно исследуется острая фокусировка однородно-поляризованных 

лазерных гауссовых пучков с вихревой фазой вдоль оси анизотропного кристалла. Для анализа использо-
ваны две модели – геометрооптическая, реализованная в программном продукте ZEMAX, и волновая, 
основанная на разложении по плоским волнам. В рамках волновой модели в непараксиальном случае по-
лучено аналитическое выражение для комплексной амплитуды при фокусировке вихревого гауссова 
пучка в анизотропной среде. Показано, что в режиме слабой фокусировки обыкновенный и необыкно-
венный пучки смешиваются и формируемый пучок имеет смешанный «спиральный» тип поляризации. 
При острой фокусировке лазерного излучения вдоль оси кристалла формируется два фокуса, соответ-
ствующих обыкновенному и необыкновенному пучкам. При наличии в падающем пучке с круговой по-
ляризацией вихревой фазы первого порядка в этих фокусах имеют место векторные цилиндрические 
распределения – с азимутальной поляризацией для обыкновенного пучка и с радиальной поляризацией 
для необыкновенного. Аналитические выкладки проиллюстрированы результатами численного модели-
рования. Детально показано как покомпонентное распределение интенсивности формируемых лазерных 
полей, так и их поляризационное состояние. Выполненные исследования полезны для разработки 
устройств, выполняющих поляризационные преобразования.  

 
Одноосный кристалл, вихревые лазерные пучки, острая фокусировка, поляризационное преобразо-

вание. 
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Введение 
Общее математическое описание 

фокусировки в анизотропной среде было 
описано в работе Stamnes and Jiang [1]. В 
последующих работах этих авторов фоку-
сировка плоской волны вдоль оси кри-
сталла с помощью цилиндрической линзы 
[2, 3] исследовалась численно и экспери-
ментально. Основное внимание было уде-
лено смещению положения фокуса. 

В работах Stallinga [4, 5] была рас-
смотрена острая фокусировка с помощью 
осесимметричной линзы и показано, что 
при небольшой анизотропии происходит 
смещение и уширение фокуса, а при силь-
ной анизотропии фокус разделяется на два 
пятна вдоль оптической оси. В статье [6] 
более подробно обсуждался механизм 
формирования двух фокусов и кольцевого 
распределения между ними, но в паракси-
альном приближении. 

Фокусировка векторных цилиндри-
ческих пучков с радиальной и азимуталь-
ной поляризацией рассмотрена в работах 
[7, 8]. В этом случае использование длин-
нофокусной линзы [7] приводит к форми-
рованию кольцевого распределения, а 
различие в поляризации сказывается 
только на смещении фокуса. В режиме 
острой фокусировки [8] смещение фокуса 
зависит не только от поляризации, но и от 
числовой апертуры системы, а также сте-
пени анизотропии. В [8] рассмотрена фо-
кусировка вихревых пучков с радиальной 
и азимутальной поляризацией, однако в 
работе [9] показано, что внесение фазовой 
сингулярности более эффективно в случае 
линейной и круговой поляризации. 

Преобразование однородно-
поляризованного излучения в векторные 
цилиндрические пучки при распростране-
нии вдоль оси кристалла рассматривалось 
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как для бесселевых, так и для гауссовых 
пучков [10-18]. 

В данной работе детально анализи-
руется и численно исследуется поляриза-
ционное преобразование однородно-
поляризованных вихревых гауссовых 
пучков при острой фокусировке вдоль оси 
анизотропного кристалла. 

 
1. Распространение вихревых лазерных 

пучков вдоль оси кристалла 
Рассмотрим одноосный кристалл, об-

ладающий только анизотропной диэлек-
трической проницаемостью (магнитная 
проницаемость изотропна), причём ось 
кристалла ориентирована вдоль оптиче-
ской оси. В этом случае тензоры диэлек-
трической и магнитной проницаемости со-
ответственно имеют следующий вид: 

0 0
0 0
0 0

o

o

e

ε
ε ε

ε
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1 0 0
0 1 0
0 0 1
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 . (1) 

Можно использовать различные мо-
дели для решения задачи распространения 
лазерного излучения в анизотропной среде. 

Геометрооптический подход реали-
зован в различных коммерческих про-
граммных продуктах (например, ZEMAX, 
LightTrans). Этот подход используется для 
того, чтобы получить наглядное представ-
ление исследуемых явлений. 

Воспользуемся программой для оп-
тического моделирования ZEMAX. По-
дробное описание используемого про-
граммного обеспечения приведено в ру-
ководстве [19]. 

Будем исследовать распространение 
обыкновенного и необыкновенного лучей, 
изменяя расположение оси кристалла и 
толщину кристалла L . Подадим на вход 
гауссов пучок и поместим перед кристал-
лом тонкую собирающую линзу. Тогда 
обыкновенный и необыкновенный лучи 
будут иметь различные углы преломления 
на границе раздела двух сред, что приведёт 
к возникновению различных эффектов. 

На рис. 1, 2 видно, что если ось кри-
сталла перпендикулярна оси z , то обык-

новенные лучи сфокусируются в одной 
точке, а необыкновенные астигматически 
исказятся и сфокусируются в два перпен-
дикулярных отрезка, отстоящих друг от 
друга по оси z  на некоторое расстояние. 

На рис. 3 показано, что в случае, ко-
гда ось кристалла параллельна оси z , 
обыкновенные и необыкновенные лучи 
сфокусируются в двух разных точках, ле-
жащих на оси z . 

 

 
Рис. 1. Фокусировка светового пучка при распо-

ложении оси кристалла параллельно оси x 
 

 
Рис. 2. Фокусировка светового пучка при распо-

ложении оси кристалла параллельно оси y 
 

 
Рис. 3. Фокусировка светового пучка при распо-

ложении оси кристалла параллельно оси z 
 
Использование геометрооптической 

модели позволяет качественно исследо-
вать фокусировку в кристалле при раз-
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личных положениях оси. Однако опреде-
лить волновые характеристики формиру-
емых полей в этом случае сложно. Поэто-
му рассмотрим фокусировку излучения в 
анизотропной среде на основе волновой 
теории дифракции [17, 18, 20]. 

Для лазерных пучков с вихревой фа-
зой 

( ) ( ) ( ), expx

y

p
r E r im

p
ϕ ϕ

 
=  
 

E  (2) 

прохождение через одноосный кристалл 
параллельно его оси можно описать на 
основе разложения по плоским волнам 
[20, 21]: 
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( , )x yp p  – вектор поляризации падающего 
на кристалл пучка. 

Как видно из выражения (3), обык-
новенный луч соответствует TE-моде, не-
обыкновенный – TM-моде. 

Рассмотрим выражение (3) для раз-
личных значений m . 

 
2. Отсутствие в падающем пучке  

вихревой фазы 
В отсутствие вихревой фазовой за-

висимости ( 0m = ) выражение (3) для 
обыкновенного и необыкновенного пуч-
ков принимает следующий вид: 
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При круговой поляризации падаю-

щего на кристалл излучения 
( , ) 1/ 2 (1, )x yp p i= ±  выражения (7) и (8) 
можно записать в виде: 
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Из (9) видно, что при круговой по-

ляризации в поперечных компонентах 
имеет место вихревая фазовая особен-
ность второго порядка, в продольном – 
первого порядка, причём в изотропной 
среде, когда ( ) ( )e o=γ σ γ σ , вихревые осо-
бенности второго порядка исчезнут. Заме-
тим, что в параксиальном случае, когда 

0σ → : ( ) ( )e o→γ σ γ σ , ситуация будет 
аналогичная, т.е. влияние вихревых фазо-
вых особенностей второго порядка будет 
отсутствовать. 

Если падающее на кристалл излуче-
ние представляет собой гауссов пучок с 
параболическим сходящимся волновым 
фронтом: 
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то выражение (6) можно приближённо 
оценить, используя справочный интеграл 
[22]: 
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Из выражения (11) для 0ν = : 
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Перепишем (13) в следующем виде: 
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где ( ) ( )2 22 1w kw w fσ = + . 
 

Из выражения (14) следует, что про-
странственный спектр для функции (10) 
представляет собой гауссову функцию с 
параболическим расходящимся фронтом. 
Основная энергия сосредоточена в низких 
частотах и становится более компактной с 
уменьшением фокусного расстояния f . В 
этом случае выражения для собственных 
значений (4) можно представить в виде: 
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Ненулевые значения на оптической 
оси связаны с первым интегралом в выра-
жении (9), который при 0ρ =  можно вы-
числить точно: 
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Так как максимальное значение ин-

тегралов (17а) и (17б) будет достигаться 
при обнулении показателя второй подын-
тегральной экспоненты, то ясно, что 
обыкновенный и необыкновенный пучки 
будут фокусироваться на различных рас-
стояниях: 
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Очевидно, для достаточно больших 
размеров падающего пучка ( w  – велико) 
получается простая зависимость: 

o
f oz f ε≈ , e

f e oz f ε ε≈ . (19) 

Поле на оптической оси (16) имеет 
следующий явный вид: 
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Перепишем выражение (20) в более 
удобном виде: 
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где 
2 2( ) (( / ) ( / ))o w oz k w f z= −α σ ε , 
2 2( ) (( / ) ( / ))e w o ez k w f z= −α σ ε ε . 

Из (21) явно видно, что максимальные 
значения интенсивности на оптической 
оси будут достигаться при ( ) 0o z =α  и 

( ) 0e z =α , т.е. в соответствии с (18). 
Ниже приведены результаты модели-

рования фокусировки гауссова пучка с 
круговой поляризацией в кристалле ис-
ландского шпата ( 2,75oε = , 2, 21eε = ) с 
использованием выражения (9). Парамет-
ры расчёта были выбраны следующие: 

6,328 мкмλ = , 30f мм= , радиус w  варь-
ировался в диапазоне от 0,15 мм  до 2 мм . 

На рис. 4 показано нормированное 
распределение интенсивности на оптиче-
ской оси внутри кристалла при фокуси-
ровке гауссова пучка, не имеющего вих-
ревой фазы. 

 
Рис. 4. Распределение нормированной интенсивно-

сти на оптической оси внутри кристалла при 
0m =  при фокусировке гауссова пучка радиусом 

0,15 мм  (точечная линия), 0,5 мм  (пунктирная 
линия) и 2 мм  (чёрная линия) 
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Как видно из рис. 4, при малом раз-

мере освещающего пучка два фокуса сли-
ваются в один, а увеличение радиуса гаус-
сова пучка w  приводит к формированию 
чётко выраженных фокусов, соответству-
ющих обыкновенному и необыкновенно-
му пучкам. По формуле (19) 

49,75o
fz мм≈ , 39,98e

fz мм≈ , что с хо-
рошей точностью согласуется с результа-
тами численного моделирования (рис. 4). 

Рассмотрим далее распределение по-
ля (9) в плоскости, перпендикулярной оп-
тической оси. Учитывая, что вклад про-
дольного компонента мал, будем рассмат-
ривать только поперечные компоненты. 

Для взятия интегралов в (9) восполь-
зуемся выражением (11) при 0ν =  (соот-
ветствует (12)) и 2ν = : 
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Таким образом, получаем: 
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Используя выражения (23а) и (23б), можно 
записать поперечные компоненты поля (9): 
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 (24) 
 
Распределение и поляризация поля 

(24) зависит как от расстояния z , так и от 
угла θ . Очевидно, в плоскостях фокусов 
(при o

fz z=  и e
fz z= ) основной вклад будут 

вносить соответствующие пучки (обыкно-
венный и необыкновенный). Перепишем 
выражение (24) так, чтобы зависимость от 
угла была более очевидной в плоскостях 
фокусов: 
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 (25) 

 
Из (25) видно, что в удалении от оп-

тической оси, где существенны первые два 
слагаемых, в фокусах имеет место неодно-
родная (зависящая от угла) линейная поля-
ризация, взаимно ортогональная для фоку-
сов. Вблизи оптической оси, где основной 
вклад вносит третье слагаемое, в обыкно-
венном фокусе остаётся изначальная круго-
вая поляризация, а в необыкновенном – 
круговая с противоположным знаком. 

Чтобы проиллюстрировать приве-
дённые выше рассуждения, рассмотрим 
более детально распределения в плоско-
стях фокусов при определённых значени-
ях угла θ . В плоскости фокуса обыкно-
венного пучка (при o

fz z= , ( ) 0o zα = ) в 
направлении оси x  ( 0θ = ) выражение 
(25) имеет следующий вид: 
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а в плоскости фокуса необыкновенного 
пучка (при e

fz z= , ( ) 0e zα = ): 
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Как видно из этих выражений, поля-

ризационные распределения в фокусах 
взаимно ортогональны, причём в центре 
имеет место круговая поляризация, а на 
периферии – линейная. Интенсивность в 
фокусах имеет вид гауссова пучка. 

В табл. 1 показаны картины про-
дольного распределения интенсивности 
для отдельных компонентов электриче-
ского поля обыкновенного и необыкно-
венного пучков и их суперпозиции. По-
компонентная визуализация позволяет 
легко видеть, что первый фокус содержит 
z-компонент и является необыкновенным. 
Однако из распределения общей интен-
сивности видно, что вклад продольного 
компонента несуществен. 

В табл. 2 показаны картины попереч-
ных распределений полной и покомпо-
нентной интенсивности в каждом из фоку-
сов, а также в кольце между ними. В попе-
речных картинах полной интенсивности 
(первая строка) стрелками показаны ло-
кальные поляризационные состояния. 

Как видно из табл. 2 (первая строка), 
в центрах фокусов поляризация остаётся 
круговой, однако в периферийной части 
фокальной области формируется линей-
ная поляризация с цилиндрической сим-
метрией. Во второй строке показано рас-
пределение для обыкновенного пучка, ко-
торый в плоскости 40z мм=  расфокуси-
рован и имеет существенное влияние 
только на периферии, а фокусируется на 
расстоянии 50z мм= . В третьей строке 
приведено распределение для необыкно-
венного пучка, который сфокусирован в 
плоскости 40z мм= , а на расстоянии 

50z мм=  расфокусирован. Кольцо между 
фокусами имеет вихревую (смешанную 
цилиндрическую) поляризацию. 
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Таблица 1. Продольное распределение интенсивности (негатив) при фокусировке гауссова пучка ( 0m = ) 
радиусом 0,5 мм  

 Суперпозиция Обыкновенный пучок Необыкновенный пучок 

2E
 

   

2
xE

 
   

2

yE
 

   

2
zE

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

Таблица 2. Поперечные распределения интенсивности (негатив, 0,1 мм × 0,1 мм) в каждом из фокусов, а 
также в кольце между ними, при фокусировке гауссова пучка (m=0) радиусом  0,5 мм 

 40z мм=  (фокус 
необыкновенного пучка) 

45z мм=  50z мм=  (фокус 
обыкновенного пучка) 

Суперпозиция 

   

Обыкновенный  
пучок 

   

Необыкновенный 
пучок 
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3. Наличие в падающем пучке  
вихревой фазы первого порядка 

При наличии в пучке вихревой фа-
зовой зависимости первого порядка 
( 1m = ) выражение (3) для обыкновенного 
и необыкновенного пучков принимает 
следующий вид: 
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При круговой поляризации падаю-
щего на кристалл излучения 
( ) ( ), 1 2 1,x yp p i= ±  результат будет су-
щественно зависеть от направления поля-
ризации, поэтому выпишем отдельно вы-
ражения для «+» и «−» круговой поляри-
зации: 
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Из выражения (29) следует, что при 
«−» круговой поляризации (т.е. когда 
направление поляризации противополож-
но направлению оптического вихря) 
обыкновенный пучок имеет азимутальную 
поляризацию, а необыкновенный пучок 
имеет радиальную поляризацию. Чтобы 
разделить эти пучки пространственно, 
можно внести в падающее на кристалл из-
лучение сходящийся волновой фронт, то-
гда вдоль оптической оси сформируются 
два отдельных фокуса, соответствующих 
обыкновенному и необыкновенному пуч-
кам. При изменении знака фазового вихря 
ситуации для «+» и «−» круговой поляри-
зации взаимно изменятся. Заметим также, 
что в случае формирования для попереч-
ных компонентов электрического поля 
цилиндрического типа поляризации (29) 
продольный компонент приобретает 
ненулевое значение на оптической оси. 

В табл. 3 показаны картины поком-
понентного продольного распределения 
интенсивности обыкновенного и необык-
новенного пучков и их суперпозиции при 
фокусировке вихревого гауссова пучка 
( 1m = ) с «−» круговой поляризацией. По-
компонентная визуализация позволяет 
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легко видеть, что в сагиттальном сечении 
( 0θ = ) первый фокус содержит только x-
компонент и z-компонент (это соответ-
ствует радиальной поляризации), а второй 
фокус содержит только y-компонент (это 
соответствует азимутальной поляризации). 

Поперечные компоненты электриче-
ского поля в данном случае имеют коль-
цевую структуру даже в плоскостях фоку-
сов, что соответствует наличию поляриза-
ционной сингулярности. При этом про-
дольный компонент (табл. 3, четвёртая 

строка) имеет ненулевую интенсивность 
на оптической оси, но его вклад несуще-
ствен в полной интенсивности. 

В табл. 4 приведены картины попе-
речных распределений, на которых стрел-
ками показаны локальные поляризацион-
ные состояния. Как видно, в первом фоку-
се имеется кольцо с радиальной поляри-
зацией (необыкновенные лучи), а во вто-
ром – с азимутальной (обыкновенные лу-
чи). Кольцо между фокусами по-
прежнему имеет вихревую поляризацию. 

 
Таблица 3. Покомпонентное продольное распределение интенсивности (негатив) при фокусировке вих-
ревого гауссова пучка (m=1) радиусом 0,5 мм с «−» круговой поляризацией 

 Суперпозиция Обыкновенный пучок Необыкновенный пучок 
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Таблица 4. Поперечные распределения интенсивности (негатив, 0,1 мм×0,1 мм) в каждом из фокусов, а 
также в кольце между ними, при фокусировке вихревого гауссова пучка (m=1) радиусом 0,5 мм с «−» 
круговой поляризацией 

 z=40 мм (фокус 
необыкновенного пучка) z=45 мм  z=50 мм (фокус 

обыкновенного пучка) 

Суперпозиция 

   

Обыкновенный  
пучок 

   

Необыкновенный 
пучок 
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В табл. 4 явно видно, что обыкно-
венный пучок имеет азимутальную поля-
ризацию (вторая строка), а необыкновен-
ный – радиальную (третья строка). Таким 
образом, при фокусировке вихревых гаус-
совых пучков первого порядка вдоль оси 
кристалла формируется два ортогонально 
поляризованных цилиндрических пучка. 

При выходе пучков из кристалла их 
можно снова собрать дополнительной лин-
зой и отделить друг от друга, например, ди-

афрагмой [13], получив соответствующие 
цилиндрические распределения в воздухе. 

 
4. Наличие в падающем пучке  

вихревой фазы высоких порядков 
В общем случае при наличии в пучке 

вихревой фазовой зависимости m-го поряд-
ка выражение (3) для обыкновенного и не-
обыкновенного пучков принимает следую-
щий вид: 
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Как следует из выражений (30) и (31), 

в кристалле дополнительно появляются 
пучки с пониженной и повышенной на два 
порядка вихревой фазой. В случае круговой 
поляризации падающего на кристалл поля 
дополнительно формируются пучки только 
с пониженной (для «−» круговой поляриза-
ции) или только повышенной (для «+» кру-
говой поляризации) на два порядка вихре-
вой фазовой сингулярностью. 

Поперечные компоненты будут 
иметь ненулевое значение на оптической 
оси при трёх значениях 0,2, 2m = − . Слу-
чай 0m =  был рассмотрен в разделе 2. 
Варианты 2m =  и 2m = −  аналогичны, 
поэтому рассмотрим случай 2m =  при 
«−» круговой поляризации (т.е. когда 

направление поляризации противополож-
но направлению оптического вихря): 
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Из выражения (32) следует, что в 
центральной части фокусов (соответству-
ет первому слагаемому) сохраняется кру-
говая поляризация, но она меняет направ-
ление, в то время как в периферийной ча-
сти (соответствует второму слагаемому) 
также сохраняется и направление поляри-

зации. Заметим также, что в отсутствие 
анизотропии первое слагаемое в (32) ис-
чезает и остаётся только второе, которое 
отвечает за формирование полого свето-
вого пучка с вихревой фазой второго по-
рядка в поперечных компонентах. 

 
Таблица 5. Покомпонентное продольное распределение интенсивности (негатив)  
при фокусировке вихревого гауссова пучка ( 2m = ) радиусом 0,5 мм  с «−» круговой поляризацией 

 Суперпозиция Обыкновенный пучок Необыкновенный пучок 

2E  
   

2
xE  

   

2

yE  
   

2
zE  

 

 

 
 
 
 

Таблица 6. Поперечные распределения интенсивности (негатив 0,1 мм×0,1 мм) в каждом из фокусов,  
а также в кольце между ними, при фокусировке вихревого гауссова пучка (m=2) радиусом 0,5 мм   
с «−» круговой поляризацией 

 40z мм=  (фокус 
необыкновенного пучка) 

45z мм=  50z мм=  (фокус 
обыкновенного пучка) 

Суперпозиция 

   

Обыкновенный  
пучок 

   

Необыкновенный 
пучок 
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В табл. 5 показаны картины поком-
понентного продольного распределения 
интенсивности при фокусировке вихрево-
го гауссова пучка ( 2m = ) с «−» круговой 
поляризацией. Хорошо видно, что вихре-
вой пучок второго порядка преобразуется 
в кристалле в пучок, не имеющий вихре-
вой особенности. Вихревая фаза первого 
порядка остаётся только у продольного 
компонента, интенсивность которого в 
данном случае невелика. 

В табл. 6 приведены картины попе-
речных распределений при наличии в па-
дающем на кристалл гауссовом пучке 
вихревой фазы второго порядка и круго-
вой поляризации противоположного 
направления. В этом случае, несмотря на 
наличие вихревой фазы в падающем пуч-
ке, на оптической оси формируется нену-
левая интенсивность поперечных компо-
нентов с круговой поляризацией. 

Для вихревых пучков, содержащих 
вихревую фазу порядка 3m ≥ , в кристал-
ле будет формироваться электромагнит-
ное поле, не имеющее на оптической оси 
энергии как в поперечных, так и в про-
дольном компоненте. 

 
Заключение 

В работе получены следующие ос-
новные результаты. 

На основе разложения по плоским 
волнам выписано компактное аналитиче-
ское выражение для комплексной ампли-
туды вихревого поля, распространяюще-
гося вдоль оси анизотропного кристалла. 
При этом в кристалле дополнительно 
формируются пучки с пониженной и по-

вышенной на два порядка фазовой сингу-
лярностью. В случае круговой поляриза-
ции падающего на кристалл излучения 
дополнительно возникают пучки только с 
пониженной (для «−» круговой поляриза-
ции) или только повышенной (для «+» 
круговой поляризации) на два порядка 
вихревой фазой. Таким образом, с помо-
щью кристалла можно вносить или, 
наоборот, компенсировать вихревую фазу 
в падающем пучке. 

Аналитически и численно показано, 
что при острой фокусировке вдоль оси 
формируется два фокуса, соответствую-
щих обыкновенному и необыкновенному 
пучкам. При фокусировке гауссова пучка 
в кристалле формируется два пучка, име-
ющих различную кривизну волнового 
фронта в связи с различием показателей 
преломления обыкновенного и необыкно-
венного пучков. 

При вихревой фазе первого порядка 
и круговой поляризации падающего на 
кристалл излучения в фокусах формиру-
ются векторные цилиндрические распре-
деления – с азимутальной поляризацией 
для обыкновенного пучка и с радиальной 
поляризацией для необыкновенного. 

Результаты численного моделирова-
ния позволяют наглядно визуализировать 
рассмотренные физические процессы. 
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In this paper we investigate analytically and numerically sharp focusing of uniformly polarized laser 

Gaussian beams with a vortex phase along the axis of an anisotropic crystal. Two models are used for the analy-
sis: geometrical optics, implemented in the software product ZEMAX, and wave optics based on the expansion 
in plane waves. An analytical expression is obtained in the frame of nonparaxial wave optics for a complex am-
plitude in focusing a vortex Gaussian beam in an anisotropic medium. It is shown that when focusing is weak 
ordinary and extraordinary beams are mixed and the beam formed has a mixed "spiral" type of polarization. In 
case of sharp focusing two focuses corresponding to the ordinary and extraordinary beams are formed along the 
crystal axis. If a first-order vortex phase is present in an incident beam with circular polarization cylindrical vec-
tor distributions with azimuthal polarization for the ordinary beam and those with radial polarization for the ex-
traordinary beam occur in these focuses. Analytical calculations are illustrated by the results of numerical simu-
lation. Both the intensity distribution for components of the generated laser fields and their polarization states are 
shown in detail. The studies completed are useful for the development of devices that perform polarization con-
version. 
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