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Рассмотрено применение областей достижимости для решения задач управления ракетами. Даётся 
анализ методов расчёта областей достижимости и два примера расчёта областей достижимости ракеты. 
Приводится ряд задач, для решения которых использовались области достижимости. Рассмотрена кон-
фликтная задача «сближения-уклонения» двух ракет без учёта и с учётом ошибок измерений параметров 
движения. Задача рассматривается как дифференциальная игра двух игроков с противоположными инте-
ресами. Управления выбираются в дискретные моменты времени на основе анализа взаимного положе-
ния областей достижимости, построенных для ряда будущих гипотетических моментов времени встречи. 
При учёте ошибок измерений области достижимости строятся не из текущих позиций, а из информаци-
онных областей, которые содержат точные значения параметров движения. Рассмотрена задача о наведе-
нии двух ракет на маневрирующую цель в виде коалиционной дифференциальной игры. Коалиционный 
характер игры проявляется в построении объединённой области достижимости преследователей. В зада-
че о синтезе нормальной перегрузки ракеты при действии возмущений используется минимаксная об-
ласть достижимости, построенная с учётом действия возмущений. В заключительной части статьи рас-
смотрена задача минимаксной фильтрации параметров движения ракеты, в которой информационные 
области, в том числе и область достижимости ракеты, аппроксимируются параллелепипедами в рассмат-
риваемом фазовом пространстве.   
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В настоящее время для решения раз-

личных задач управления, в том числе и 
для управления ракетами, всё чаще ис-
пользуют понятие области достижимости. 
В статье рассматривается ряд задач, в ко-
торых для управления ракетами исполь-
зуются области достижимости (ОД).  

Пусть движение управляемой систе-
мы определяется векторным дифференци-
альным уравнением: 

 

))(),(,( tutxtf
dt
dx

= ,           (1) 
 

где 1 2( , ,..., )T
nx x x x= −  вектор состояния 

системы; 1 2( , ,..., )T
nf f f f= −  непрерыв-

ная вектор-функция; 1 2( , ,..., )T
mu u u u= −

вектор управления. Символ Т()  обознача-
ет транспонирование. 

Управление удовлетворяет ограни-
чению 

u t U( ) ∈ ,             (2) 
 
где U  – допустимое множество управле-
ний. 

Заданы начальные условия: 
 

t = t0, x(t0) = x0.            (3) 
 

Областью достижимости управляе-
мой системы (1) в k-мерном пространстве 
{ }1 2, ,..., kx x x  ( )k n≤  из начального 

состояния (3) в момент )( 0t>ϑϑ при 
ограничениях на управление (2) называет-
ся множество G t x U( , , , )0 0 ϑ  тех и только 

тех точек { ),(),( 21 ϑϑ xxq =
 

}..., ( )kx ϑ , 
в которые можно перевести систему из 
начального состояния x0  в момент време-
ни ϑ  за счёт выбора вектор-функции 
управления )(tu , удовлетворяющей за-
данным ограничениям [1]. 
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ОД являются весьма полными ха-
рактеристиками динамических систем. 
Для вычисления ОД имеется несколько 
подходов, рассмотренных в [2]. 

В ряде работ для расчёта границы 
ОД получены уравнения в частных произ-
водных, аналогичные уравнению Беллма-
на для решения задач оптимального 
управления на основе динамического про-
граммирования. Но при использовании 
данного подхода можно определить толь-
ко отдельные гладкие участки границы, и, 
кроме того, решение уравнения в частных 
производных вызывает большие трудно-
сти. 

Для расчёта границы ОД в некото-
рых работах рассматривается дифферен-
циально-геометрический метод, характер-
ной чертой которого является геометриче-
ский анализ множества скоростей систе-
мы. В настоящее время применение этого 
метода для расчёта ОД ракет вряд ли воз-
можно. 

Наиболее универсальным для расчё-
та ОД как линейных, так и нелинейных 
динамических систем является метод, ос-
нованный на расчёте точек границы ОД. В 
этом случае граница ОД строится по точ-
кам, для вычисления которых решаются 
вспомогательные задачи оптимального 
программного управления. В общем слу-
чае вспомогательные задачи оптимально-
го управления решаются численно. 

Названные выше методы расчёта ОД 
можно отнести к точным. При решении 
различных задач управления можно ис-
пользовать оценки областей достижимо-
сти, то есть ОД, содержащие в себе точ-
ные ОД (внешние оценки) или содержа-
щиеся внутри точных ОД (внутренние 
оценки). Для оценки ОД используются 
[2]: метод эллипсоидов, когда ОД аппрок-
симируется эллипсоидом; метод паралле-
лепипедов, когда ОД аппроксимируется 
параллелепипедом; многоугольники; тре-
угольники; дуги окружностей. 

Методы первой и второй группы 
трудно использовать для расчёта ОД ра-
кет, движение которых определяется не-
линейной системой дифференциальных 

уравнений, и поэтому для расчёта ОД ра-
кет используются методы третьей группы. 
В этом случае граница ОД строится по 
точкам, а для расчёта точек границы фор-
мируются вспомогательные задачи опти-
мального программного управления, ко-
торые решаются с использованием чис-
ленных методов. 

Рассмотрим результаты расчёта ОД 
для ракет, движение которых определяет-
ся как линейной, так и нелинейной систе-
мой дифференциальных уравнений. 

На рис. 1 показана ОД для системы 
дифференциальных уравнений, опреде-
ляющих возмущённое движение крена: 

;xdt
d ωγ

=     ,2 эx
x сc

dt
d

1 δω
ω

+=  

где γ  – угол крена; xω  – угловая ско-
рость крена; эδ  – угол закладки рулей 
элеронов. 

Управление удовлетворяет ограни-
чению Mээ t δδ ≤)( . Параметры систе-

мы имели следующие значения: 1c = -2 
1/с; 2c = 2 2/1 c ; эMδ =1. Точки на границе 
ОД строились в результате многократного 
решения задачи о максимальном смеще-
нии в направлении единичный вектор 

]sin,[cos ξξ=Tl  к моменту времени =ϑ
1,7с из начальной позиции =0t 0, )0(γ = 3, 

)0(xω = -3 1/c, то есть в результате поиска 
максимума функционал 

 

)(sin)(cos)( ϑωξϑγξϑ x
T xlJ +== ,    (4) 

 

где ])(,)([)( ϑωϑγϑ x
Tx = . Угол ξ между 

осью γo  и вектором l  изменялся от 0 до 
π2  с шагом 01=∆ξ . Оптимальное управ-

ление вычислялось на основе анализа со-
ставляющей формулы Коши для решения 
линейной системы дифференциальных 
уравнений, зависящей от управления [2]. 

В данном случае ОД является вы-
пуклой и для расчёта точек на границе ОД 
потребовалось многократное решение 
только одной вспомогательной задачи с 
критерием (4). 
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Рис. 1. Область достижимости для системы (3) 

 

 
 

Рис. 2 Область достижимости для системы (5) 
 

На рис. 2 построена ОД для ракеты с 
аэродинамическим управлением в 
горизонтальной плоскости oxz , движение 
которой определяется векторным 
дифференциальным уравнением 

 

))(),(( ttwf
dt
dw β=  ,          (5) 
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Здесь z  – отклонение в боковой 
плоскости; x  – дальность; V  – скорость; 
ϕ  – угол поворота траектории; β  – угол 
скольжения; β

zx CAC ,,0  – безразмерные 
аэродинамические коэффициенты; S  – 
площадь миделя; q  – скоростной напор; 
m – масса.  

Управлением является угол сколь-
жения, который удовлетворяет ограниче-
нию: Mt ββ ≤)( . 

ОД построена для момента времени 
ϑ =5 с из начальной позиции

.0)0()0()0(;/800)0(;00 ===== ϕxzcмVt

 Параметры гипотетической ракеты имели 
следующие значения: 50=m кг; 

2
0  0,02м ; 4 ;  С 5; 0,2.z xS A Сβ= = = =

Движение происходит на высоте 1000 м (
31,1 г /к мρ = ). Максимальный угол 

скольжения Мβ =0,35. 
Точки на границе 1Г  вычислялись 

на основе решения вспомогательной зада-
чи о максимальном смещении в горизон-
тальной плоскости в направлении еди-
ничного вектора ]0,0,cos,[sin ξξ=Tl , где 
ξ  – угол между осью ox  и вектором l ,  
для момента времени ϑ , то есть критерий 
оптимальности имел вид 

 
)(cos)(sin)( ϑξϑξϑ xzwlJ T +== .        (6) 

 
Вспомогательная задача с критерием 

(6) решалась на основе принципа макси-
мума, а возникающая при этом краевая 
задача решалась численно с использова-
нием метода Крылова-Черноусько [4]. 

Точки на границе 2Г  определялись 
на основе минимизации критерия (6) для 
момента времени ϑ , но при этом вводи-
лось дополнительное граничное условие, 
что траектория заканчивается на прямой, 
проведённой из начальной точки },{ 00 zx  
в направлении вектора l .  

Вторая вспомогательная задача ре-
шалась также на основе принципа макси-
мума, но краевая задача решалась на ос-
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нове модифицированного метода Ньюто-
на [2]. 

В работе [2] рассмотрен расчёт ОД 
для более сложных математических моде-
лей движения ракет. 

Используя понятие ОД, можно ре-
шать разнообразные задачи управления. 
Приведём ряд задач, в которых для управ-
ления ракетами использовались ОД.  

1. Рассмотрим конфликтную задачу 
«сближения-уклонения» двух ракет, дви-
жение которых в вертикальной плоскости 
определяется векторным дифференциаль-
ным уравнением 

 

)),(),(( ttzf
dt
dz

iii
i α=           (7) 

 
где 
 

2
0

;
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Здесь xy ,  – координаты центра 

масса в неподвижной системе координат 
oxy ;  V  – скорость; θ  – угол наклона 
вектора скорости; α

yxo CAC ,,  – безразмер-
ные аэродинамические коэффициенты;   
S  – площадь миделя; m  – масса; q  – ско-
ростной напор.  

В (7) индекс i =1 соответствует пре-
следователю (П), индекс i =2 – убегаю-
щему (Ц). 

Управлениями являются углы атаки, 
которые удовлетворяют ограничениям: 

 
)()( tt iMi αα ≤ .           (8) 

 
Заданы начальные условия: 

200210010 )(,)(, ztzztztt === .  
Требуется определить управление П 

))(),(,( 2111 tztztαα = , обеспечивающее 
минимум функционалу  

2
12

2
12 )]()([)]()([ ϑϑϑϑ xxyyJ −+−=  

в предположении, что интересы Ц проти-
воположны. 

Момент окончания сближения ϑ  не 
фиксирован, но ограничен, T≤ϑ , где T  
– заданная величина. 

Данная задача рассматривается как 
антагонистическая дифференциальная иг-
ра двух игроков: первый игрок действует 
в интересах П, а второй игрок – в интере-
сах Ц. 

Управления игроков выбираются в 
дискретные моменты времени 0t , 

ttt ∆+= 01 , ttt ∆+= 12  и т. д. на основе 
анализа взаимного положения ОД игроков 
в выбранный будущий гипотетический 
момент времени окончания сближения *ϑ
(рис. 3).  

 
Рис. 3. Взаимное положение ОД П и Ц 

 
Выбор управления П в позиции 

)}(),(,{ *2*1* tztzt заключается в определе-
нии точки А из ОД Ц, наиболее удалённой 
от ОД П, точки В из ОД П, ближайшей к 
точке А; определении программы П 

)(1 tprα , нацеливающей движение в точку 
В, и выборе управления П в виде 

)()}(),(,{ *1*2*1*1 ttztzt prαα = .  
Алгоритмы выбора управления П и 

Ц при сближении в горизонтальной  и 
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вертикальной плоскости рассмотрены в 
ряде работ, в которых ОД ракет аппрок-
симируются треугольниками или ограни-
чиваются дугами окружностей [3, 5-7, 9]. 

2. Дифференциально-игровые мето-
ды, основанные на расчёте ОД, дают воз-
можность успешно решать конфликтные 
задачи «сближения-уклонения» с учётом 
ошибок измерений фазовых координат 
преследователя и цели, обусловленных 
действием возмущений и помех. Напри-
мер, если координаты положения цели в 
вертикальной плоскости определяются с 
ошибками (рис. 4), тогда ОД цели при вы-
боре управления преследователя строится 
уже не из точки, а из информационной 
области, которая содержит точку реально-
го положения цели [6]. 

3. ОД используются при решении 
групповых задач управления. Например, 
задачу наведения двух ракет на маневри-
рующую цель можно рассматривать как 
коалиционную дифференциальную игру, в 
которой преследователи действуют сов-
местно. Коалиционный характер игры 
проявляется в построении объединённой 
ОД преследователей [6,9]. 

4. ОД можно использовать при син-
тезе систем стабилизации углового поло-
жения ракеты, когда на неё действуют 
возмущения с неизвестными статистиче-
скими свойствами. Например, в статье [8] 
рассмотрена задача синтеза системы ста-
билизации нормальной перегрузки ракеты 
при движении в вертикальной плоскости.  

 

 
Рис.4. ОД с учётом ошибок измерений 

 

В этом случае для вычисления 
управления в дискретные моменты време-
ни it  строится ОД для выбранного момен-
та окончания переходного процесса T в 
плоскости двух координат: нормальная 
перегрузка ( yN ) и скорость изменения 
нормальной перегрузки ( yN ). Управле-
ние ракеты выбирается на основе опреде-
ления точки на границе ОД, ближайшей к 
заданной величине нормальной перегруз-
ки при 0)( =TN y

 . При этом задача 
расчёта точек границы ОД рассматривает-
ся как антагонистическая дифференци-
альная игра двух игроков: первый игрок 
действует в интересах ракеты и стремится 
к увеличению размера ОД за счёт выбора 
управления )(tu , а второй игрок за счёт 
выбора возмущения )(tξ , которое ограни-
чено по абсолютной величине, стремится 
уменьшить размер этой ОД. Направление 
смещения определяется единичным век-
тором l , расположенным в плоскости по-
строения ОД. В данном случае точки гра-
ницы ОД строятся в результате решения 
минимаксной задачи программного 
управления.  

На рис. 5 приведён пример расчёта 
минимаксной ОД гипотетической ракеты 
для момента окончания переходного про-
цесса =T 1,5 с при начальных условиях: 

0=t , =)0(V 1650 м/с, =)0(θ 0, =)0(x 0, 
=)0(y 6000 м.  
 

 
 

Рис.5. ОД в плоскости двух параметров: 
 yN  и yN  
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Управления игроков удовлетворяли 
ограничениям: == maxyтах Nu 20, =тахξ
=0,1 рад. – угол, определяющий макси-
мальное значение возмущающего момен-
та вокруг поперечной оси ракеты. Точки 
ОД строились с шагом 033,3=∆ϕ  изме-
нения угла наклона единичного вектора l   
от =ϕ 0 до π2 .  

5. ОД применяются при решении за-
дач минимаксной фильтрации с использо-
ванием информационных областей. Метод 
используется в том случае, когда стати-
стические свойства возмущений неиз-
вестны, но задан возможный диапазон их 
изменения. Идею минимаксной фильтра-
ции рассмотрим на примере следующей 
задачи. Пусть для управляемой системы 
(7), (8) с помощью измерительных средств 
удаётся наблюдать вектор 
 

)()()( ttzt ζχ += ,          (9) 
 
где  

)];(),...([)( 41 tttT χχχ =   

( ) )](...,,[)( 41 tttT ξξξ = . 
В (9) вектор )(tζ  является возмуще-

нием, о возможных реализациях  которого 
известно лишь то, что оно удовлетворяет 
ограничению  

 

.4,...,1,)( =≤ it iMi ξξ         (10) 
 
В процессе наблюдения управление 

системы неизвестно, но ограничение (10) 
задано априорно. 

 

 
Рис.6. Минимаксная фильтрация  

на основе расчёта информационных областей 
 

Требуется найти оценку )(~ tz  векто-
ра )(tz  по наблюдению сигнала )(τχ , 
где tt ≤≤τ0   ( 0t  – момент начала наблю-
дения). 

Решение поставленной задачи ми-
нимаксной фильтрации с ограничениями 
(8), (10) базируется на подходах, изло-
женных в работе [1]. Вместо оценки век-
тора )(tz строится информационная об-
ласть )(tW , заведомо содержащая теку-
щее значение вектора )(tz  и совместимая 
с наблюдаемым сигналом )(tχ . В каче-
стве оценки вектора )(tz  используется 
чебышевский центр области )(tW , то есть 
точка )(~ tz , для которой достигается ми-
нимум евклидова расстояния до любой 
другой точки области. 

Пусть в момент времени t  построе-
на информационная область )(tW , совме-
стимая с сигналом )(tχ (рис.6). Тогда для 
определения информационной области 

)( ttW ∆+  к моменту времени tt ∆+  из 
области )(tW  строится область достижи-
мости ))(,( tWttG ∆+  для системы (7), (8). 

Кроме этого, для момента времени 
tt ∆+  строится информационная область  

)( ttW ∆+χ , совместимая с измеренным 
сигналом )(tχ . Тогда информационная 
область )( ttW ∆+ строится как пересече-
ние областей ))(,( tWttG ∆+  и )( ttW ∆+χ . 
В качестве оценки вектора )(~ ttz ∆+  бе-
рётся чебышевский центр области 

)( ttW ∆+  и так далее для каждого после-
дующего дискретного момента времени. 
 

 
Рис. 7. Аппроксимация  

информационных областей 
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Основная трудность при использо-
вании данного подхода связана с построе-
нием области достижимости 
G t t W t( , ( ))+ ∆ , форма которой зависит не 
только от системы уравнений (7) и огра-
ничения (8), но и от формы информаци-
онной области W t( ) . 

В работах [6,7,10] информационные 
области и области достижимости поме-
щаются в параллелепипеды 

)(),( tПtП GW , размерности которых 
равны размерности фильтруемого векто-
ра. На рис. 7  показан двухмерный случай. 

В этом случае операция пересечения 
областей )( ttПW ∆+χ  и П t tG ( )+ ∆  вы-
полняется достаточно просто, в результа-
те информационная область W t t( )+ ∆  
будет находиться в параллелепипеде 
П t tW( )+ ∆ . Недостатком такого подхода 
является потеря информации при замене 
реальных областей W t( )  и G t t W t( , ( ))+ ∆  
мажорирующими их параллелепипедами. 

В силу этого в ряде работ, например 
[6], для аппроксимации информационных 
областей применяют эллипсоиды, много-
угольники. Но применение таких аппрок-
симаций требует значительно большего 
объёма вычислений для решения задач 
фильтрации и не гарантирует во всех слу-
чаях повышения точности фильтрации по 
сравнению с методом параллелепипедов. 

В [6] рассмотрен рекуррентный ал-
горитм минимаксной фильтрации, в кото-
ром для расчёта параллелепипедов, ап-
проксимирующих информационные обла-
сти, переходят к линеаризованной системе 
дифференциальных уравнений, коэффи-
циенты которой вычисляются на основе 
оценки )(~ tz  вектора )(tz , полученной на 
предыдущем шаге фильтрации: 

 

CBuAz
dt
dz

++= ,   

 
где 
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  = =
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.; 21 αα == uu  
 
Угол атаки удовлетворяет ограниче-

нию (8). Коэффициенты этой системы вы-
числяются по формулам: 

 
);)(~cos()(~)(~);)(~cos()(~);)(~sin( 101413 tttVattVata θθθθ −===  

);)(~sin()(~)(~);)(~sin()(~);)(~cos( 202423 tttVattVata θθθθ =−==  

));(~/(~~);)(~sin(/~~;/~~
4503035 tVmSqCatgmSqCamSqAa yxM

αθα =−−=−=  

)).(~(~));(~(~));(~(~));(~(~
00 tzqqtzCCtzCCtzAA yyxx ==== αα  

 
В статье [10] показано, что для 

фильтрации параметров движения высо-
коскоростных ракет можно использовать 
нелинейную систему дифференциальных 
уравнений движения, а для её численного 
решения применять метод Эйлера, что 
существенно упрощает дифференциально-
игровой алгоритм фильтрации. Для ап-
проксимации областей также использует-

ся метод параллелепипедов. 
На рис. 8 представлены результаты 

минимаксной фильтрации высоты полёта 
при движении с радt M 436,0)( −=−= αα . 
Моделирование проводилось при исход-
ных данных: ,0,м15000,00 === xyt

2100=V м/с, 0,262рад.θ = −  Параметры 
гипотетической ракеты имели следующие 
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значения: =0xC 0,15; =A 4,8; =α
yC 3,44; 

=m 2100 кг, 20,665 мS = . Шаг фильтра-
ции ct 01,0=∆ . Уравнения интегрирова-
лись методом Рунге-Кутта четвёртого по-
рядка с постоянным шагом cH 01,0= . При 
моделировании возмущения рассматрива-
лись как коррелированные случайные 
процессы с корреляционной функцией 

,)( 2 ταστ kК −=   коэффициентом корре-
ляции 1=α k  и шагом .01,0 ct =∆  Возму-
щение по каждой фазовой координате 
вектора )(tz  изменялось по нормальному 
закону с нулевым математическим ожи-
данием и )1(50.0 tyx +⋅== σσ  (м), 

)1(01,0 tV +⋅=σ  (м/с), 0,001 (1 )tθσ = ⋅ +  
(рад). 

 

На этом рисунке верхняя и нижняя 
кривые определяют отклонение соответ-
ственно верхней и нижней границы от-
фильтрованной области от точного значе-
ния, а средняя кривая соответствует 
ошибке фильтрации высоты полёта. 

Рассмотренные примеры показыва-
ют, что области достижимости находят 
всё большее применение при решении 
различных задач управления движением 
ракет. 

Методы управления, основанные на 
расчёте областей достижимости, широко 
используются на кафедре «Процессы 
управления» БГТУ «Военмех» при вы-
полнении научно-исследовательских ра-
бот и рассматриваются в курсах лекций: 
«Методы оптимального управления», 
«Игровые методы управления».  

 

 
 

Рис. 8. Фильтрация высоты полёта 
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The paper deals with the application of attainability domains for the solution of missile control problems.  
Methods of calculating the attainability domains are analyzed and two examples of calculating the attainability 
domains of a missile are given. A set of problems is presented for the solution of which the attainability domains 
were used. A conflicting problem of “approach-evasion” of two missiles with and without taking account of er-
rors of measurements of motion parameters is discussed. The problem is considered as a differential game of two 
players with opposite interests. Controls of the players are selected at discrete points in time, based on the analy-
sis of the relative position of attainability domains constructed for a number of the future meeting time points. If 
the errors of measuring are taken into account the attainability domains are constructed not from the current posi-
tion but from the information domains that contain the exact values of the motion parameters. The approach 
problem of two missiles with a maneuvering object is presented in the form of a coalition differential game. In 
this case the combined attainability domains of the missiles are constructed. Minimax attainability domains con-
structed taking into account the action of disturbances are used in the problem of synthesis of normal accelera-
tion of the missile under the action of disturbances. In the final part of the paper we discuss the problem of min-
imax filtration of the missile motion parameters in which information domains including the attainability domain 
of the missile are approximated by the parallelepipeds in the phase space under consideration. 

 
Attainability domains, missile control, conflicting problem of “approach-evasion”, errors of measure-

ment, stabilization of normal acceleration, minimax filtration on the basis of construction of information do-
mains. 
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