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В статье предлагается метод повышения точности работы итеративного алгоритма ближайших то-
чек, используемого в задачах метрологии при определении отклонения расположения. Объектом приме-
нения метода определения отклонения  являлись профили лопаток компрессора газотурбинного двигате-
ля (ГТД). Задачу наилучшего совмещения в разрабатываемом методе предлагается формулировать как 
многокритериальную задачу, включающую критерии минимума квадратов расстояний, разностей векто-
ров нормалей и разностей значений величин кривизны в соответствующих точках совмещаемых профи-
лей. Рассмотрены варианты сведения задачи к использованию одного интегрального критерия, вклю-
чающего вышеназванные. Оптимизационные задачи решались квазиньютоновскими методами последо-
вательного квадратичного программирования. Предложенный новый метод улучшения алгоритма припа-
совки на основании геометрических особенностей показал большую точность в сравнении с рассмотрен-
ными методами оптимизации по расстоянию между точками припасовки, особенно в случаях использо-
вания малого количества измеряемых точек на профилях. 

ICP-алгоритм, совмещение профилей, метод наименьших квадратов, NURBS, нелинейная опти-
мизация, кривизна профиля. 
 

На сегодняшний день аэрокосмиче-
ская и автомобилестроительная промыш-
ленность выпускает изделия, имеющие 
сложную форму поверхности и имеющие 
жёсткие требования к точности изготов-
ления. Требования к форме таких деталей 
диктуются многочисленными функцио-
нальными требованиями, а также эстети-
ческими соображениями. Примерами де-
талей со сложной формой поверхности 
являются: аэродинамические поверхности 
в аэрокосмической области (лопатки тур-
бины и компрессора), кузовные детали в 
автомобилестроении, штампы, пресс-
формы. 

При контроле изготовления таких 
деталей возникают проблемы адекватно-
сти оценки формы таких деталей. Сравне-
ние при измерении производится с CAD-
моделью детали. Главным инструментом 
моделирования сложных поверхностей в 
CAD-системе является NURBS (неодно-
родный рациональный B-сплайн). В ре-
зультате координатных измерений в сис-
тему измерительных машин загружается 
облако точек, которое сравнивается с ха-
рактерными точками на CAD-модели. 
Причём оценку формы измеренной детали 
можно производить только после оценки 

отклонения расположения (совмещение 
системы координат измеренной детали с 
CAD моделью).  

В большинстве программных про-
дуктов наилучшее совмещение для дета-
лей, имеющих сложную форму поверхно-
сти, в программном обеспечении для 
КИМ осуществляется с использованием 
итеративного алгоритма ближайших точек 
(ICP,  iterative  closest  point  algorithm),  ос-
нованного на методе наименьших квадра-
тов [1].   

В практике изготовления лопаток 
компрессора газотурбинных двигателей 
геометрия пера лопатки имеет решающее 
значение для характеристик работы дви-
гателя. Чтобы точно оценить геометриче-
ские параметры, характеризующие форму 
лопаток, необходимо точное совмещение 
измеренной детали с её CAD-моделью. 

В наиболее общей формулировке ал-
горитм является итерационным алгорит-
мом, решающим задачу оптимального 
вращения и перемещения для выравнива-
ния облака точек к номинальным точкам 
на CAD-модели. Задача состоит в поиске 
минимума функции: 
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где n – количество точек припасовки (из-
меренных точек); 
pi – координаты i  - й измеренной точки; 
R – матрица вращения точки; 
t - вектор перемещения; 
qi – координаты точки на CAD-модели. 

Суть наилучшего совмещения – най-
ти t и R оценённого профиля относитель-
но номинального и преобразовать коор-
динаты оценённого профиля, исключив 
погрешность расположения. Координаты 
точки реального профиля, совмещённого 
наилучшим образом к точкам номиналь-
ного профиля, находятся путём матрично-
го произведения координат точек реаль-
ного профиля матрицы преобразования:  
Pпр = P × M, (2)  

где M - матрица припасовки,  
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где a  - угол поворота профиля, yx tt , - 
элементы матрицы t. 

Отклонение формы рассчитывается

как отклонение точек номинального про-
филя и «совмещённого наилучшим обра-
зом» оценённого профиля.  

Проблема точности расчёта пара-
метров отклонения расположения связана 
в первую очередь с несоответствием из-
меренных точек точкам на CAD-модели 
при наличии отклонения расположения. В 
настоящей работе рассматриваются  алго-
ритмы совмещения, позволяющие пре-
одолеть несоответствие точек, участвую-
щих в алгоритме ICP. Результаты вычис-
лений базового метода ICP, получаемые в 
ходе исследования, давали сходные ре-
зультаты с данными припасовки анало-
гичных профилей в программном обеспе-
чении PC-DMIS.  

Рассмотрим метод, позволяющий 
преодолеть проблему несоответствия то-
чек на номинальном профиле измеренным 
точкам. Математическая постановка зада-
чи состоит в подборе положения кон-
трольных точек на кривой номинального 
профиля таким образом, чтобы мимини-
мизировать целевые функции, характери-
зующие точность совмещения профилей. 

 

Рис.1. Модель оптимизации в случае поиска соответствующих точек  
номинального и измеренного профилей

Кривые профилей (номинального и 
измеренного) представим с использовани-
ем NURBS сплайнов. Это стандарт пред-
ставления кривых и поверхностей в CAD-
системах [7]. NURBS-кривые представ-
ляют собой кусочные сплайны, которые 
математически можно представить в виде: 
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где Рi –  вектор (хi,уi,zi), объединяющий 
координаты i-й задающей точки в трёх-
мерном пространстве, как и для нерацио-
нальных  В-сплайнов; u [tk-1, tn+1], Ni,k (u) – 
базисные функции (или сопряжения) 
сплайна в параметрическом направлении; 
t – узловые значения параметра, у кото-
рых функции Ni,k (u) не равны нулю; k – 
степень кусочного сплайна в направлении 
параметра u; hi - весовые коэффициенты 
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точек; n – количество задающих точек 
сплайна. 

Посредством корректировки пара-
метров точек ݑ на величины ∆ݑ  можно 
рассчитать новые координаты точек на 
кривой. Поставленная задача поиска соот-
ветствующих точек является оптимизаци-
онной. Задача многопараметрической оп-
тимизации состоит в поиске минимума 
нелинейной функции с ограничениями. В 
работе предлагаются три критерия в каче-
стве целевых функций в описанной выше 
задаче оптимизации. Первым критерием 
является сумма расстояний между точка-
ми после совмещения по базовому алго-
ритму ICP.  В качестве второго и третьего 
критериев соответственно выступают 
суммы углов между векторами нормалей 
и разностей значений величин кривизны в 
соответствующих точках совмещаемых 
профилей. 

Целевая функция представляет со-
бой сумму расстояний между точками по-
сле совмещения по базовому алгоритму 
ICP: 

å
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N
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где )( iнi uuP D+ – координаты точек на но-
минальном профиле, определяемые пара-
метром iuu D+ ; 

bfiP - точки на припасованном про-
филе по методу ICP. 

Оптимизируемым параметром явля-
ется вектор iuD . Систему ограничений для 
задачи можно представить в следующем 
виде: 
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где lb,ub – соответственно нижние и верх-
ние ограничения на конструируемый па-
раметр u. 

Рассмотрим критерии оптимизации, 
основанные на  сумме абсолютных разно-
стей углов наклона нормалей и значений 
кривизны в точках CAD-модели и припа-
сованного профиля по алгоритму ICP. 

Пока профиль не совмещён наилуч-
шим образом с номиналом, углы между 
нормалями в соответствующих точках бу-
дут достаточно велики. После наилучшего 
совмещения, при условии невысокого от-
клонения формы, разность углов наклона 
нормалей будет стремиться к нулю.  

Вторым критерием является сумма 
абсолютных значений кривизны в соот-
ветствующих точках измеренного и но-
минального профилей. Кривизна поверх-
ностей и профилей деталей, имеющих 
сложную форму поверхности, является 
важной характеристикой. 

 

 
Рис. 2. Разность углов между нормалями к CAD-модели и измеренного профиля в точках припасовки 

 
Чем выше кривизна, тем сложнее 

обработать поверхность и соблюсти необ-
ходимые допуски. Детали типа лопаток 

ГТД, пресс-формы, штампы, ряд корпус-
ных деталей имеют существенную кри-
визну. В условии наилучшего подбора со-
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ответствующих измеренным точкам но-
минальных точек кривизна в них будет 
близка. Если деталь имеет отклонение 
формы, то кривизна в соответствующих 
точках измеренного и номинального про-

филя будет отличаться (рис.  3) также,  как 
и угол наклона нормалей. Но сумма абсо-
лютных значений отклонений кривизны в 
соответствующих точках будет мини-
мальной.

Рис. 3. Кривизна в точках профиля CAD-модели (а) и отклонение кривизны измеренного профиля пера 
лопатки компрессора ГТД у хвостовика (б) при максимальном отклонении формы 38,5 мкм 

 
Таким образом, используя в качестве 

критериев кривизну и углы наклона нор-
малей в точках, можно сформировать оп-
тимизационные функции: 
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где )( ii uu D+Da  –  абсолютная разность 
углов наклона нормалей в точках профи-
лей; 

)( ii uuk D+D – абсолютная разность 
кривизны в точках профилей. 

Для расчёта кривизны параметриче-
ски заданной кривой f(u) используется 
уравнение [8]: 
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Таким образом, имеем задачу услов-
ной нелинейной оптимизации, состоящую 
из одной нелинейной целевой функции и 
линейных ограничений.  

Обозначим ограничения (6) в виде 
системы неравенств 0)( £Dug . Если век-
тор *uD  при наложенных условиях – ре-
шение задачи, то найдётся положитель-

ный вектор множителей Лагранжа mRÎl  
такой, что для функции Лагранжа [9]  
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выполняются следующие условия: 
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Задача оптимизации решалась мето-
дом последовательного квадратичного 
программирования (SQP). Метод позволя-
ет достаточно точно имитировать метод 
Ньютона для оптимизации при наличии 
ограничений [10]. Метод Ньютона осно-
ван на нахождении нуля градиента целе-
вой функции )( uf DÑ  и сводится к реше-
нию уравнений[11]: 

,,...,2,1,0)()()( 1 njuuuHuf jjjj ==D-D×D+DÑ +   (11) 
где )( juH D  – Гессиан функции )( juf D , 
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В методе SQP на каждой основной 
итерации осуществлятся аппроксимация 
Гессиана для функций Лагранжа при по-
мощи квазиньютоновского модифициро-
ванного метода.  
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Методика проведения исследований 
по оценке точности и производительности 

предлагаемого подхода к оценке отклоне-
ния расположения представлена на рис. 4.

 
 

Рис. 4. Методика проведения исследований предлагаемого подхода

 Точность наилучшего совмещения 
можно оценить, используя относительные 
величины сравнения её параметров [12]. В 
работе точность поиска параметров наи-
лучшего совмещения характеризуется от-
носительными показателями: отклонени-
ем матрицы поворота профиля и отклоне-
нием матрицы транспонирования.   

Отклонение матрицы поворота рас-
считывается как: 

'
100%R

R R
e

R
-

= × ,  (12) 

где R – заложенная матрица поворота 
профиля; 

R` – рассчитанная матрица поворота 
профиля в результате работы алгоритма. 

Отклонение матрицы транспониро-
вания рассчитывается по формуле: 

'
100%,T

T T
e

T
-

= ×
 

(13) 

где Т – заложенная матрица транспониро-
вания профиля; 

Т’ – рассчитанная матрица транспо-
нирования профиля в результате работы 
алгоритма. 

В качестве объекта моделирования 
использовался профиль лопатки компрес-
сора ГТД (рис. 5). Рассматривались раз-
личные значения поворота и смещения 
профиля, координаты точек профиля с от-
клонением расположения (2) и отклоне-
нием формы вычислялись из координат 

точек номинального профиля. Облако то-
чек номинального и измеренного профи-
лей аппроксимировались NURBS – 
сплайнами третьей степени. Смещение по 
оси х изменялось от 0,1 до 0,3 мм, оси у - в 
пределах 0,1…0,5 мм, угол разворота a 
0,1… 0,7 град. Накладываемое отклонение 
формы профиля имело пределы до 38,5 
мкм, что характерно для практических 
случаев. 

В табл. 1 представлены результаты 
погрешности матриц разворота и транс-
понирования профиля ݁௧ и ݁, которые 
получаются при методе ICP, реализую-
щем наилучшее совмещение по массивам 
измеренных и номинальных точек. Отно-
сительные параметры погрешностей, по-
лученные в результате оптимизации алго-
ритма ICP с использованием целевой 
функции (5), представлены в табл. 2. 

При относительно невысоком от-
клонении формы алгоритм даёт близкие с 
базовым методом значения. На хуже изго-
товленных профилях алгоритм даёт более 
точные решения по матрице транспониро-
вания – погрешность снижается примерно 
в 3 раза. Однако использование в оптими-
зационной функции первого критерия не 
решило проблему роста погрешностей со-
вмещения профилей с ростом отклонения 
формы, хотя и дало более точные данные 
в сравнении базовым методом ICP. 

Анализ полученных данных, сравнение точно-
сти двух методов 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета  №5(47)  часть 3 2014 
 

207 

Рис. 5. Профили лопаток компрессора ГТД 
 

Относительные параметры, полу-
ченные в результате оптимизации алго-

ритма ICP с использованием целевой 
функции (9) представлены в табл. 3. 

 

Таблица 1 - Относительные погрешности параметров припасовки профиля 

Диапазоны  
изменения  
отклонения  

расположения  
по оси y  

и угла разворота 

Значение 
отклонения 
формы, мм 

Смещение по 
оси х 0,1 мм 

Смещение по 
оси х 0,3 мм 

Диапазоны 
изменения  
отклонения 

расположения 
по оси х и у 

Угол  
разворота 
0,1 град 

 Te ,% Re ,% Te ,% Re ,% Te ,% 
y=0,1..0,5 мм 0 9,05 3,03 4,37 3,08 y=0,1..0,5 мм 7,76 
α=0..0,7 град 0,0039 9,42 3,17 4,53 3,21 x=0,1..0,5 мм 8,13 

 
0,0108 10,09 3,41 4,83 3,46 

 
8,80 

 
0,0177 10,76 3,41 5,12 3,71 

 
9,45 

 
0,0246 11,43 3,64 5,41 3,95 

 
10,12 

 
0,0316 12,10 3,86 5,71 4,20 

 
10,79 

 
0,0385 12,77 4,08 6,00 4,12 

 
11,45 

 
 
Таблица 2 - Относительные погрешности параметров припасовки профиля с использованием метода 
оптимизации положения точек номинального профиля по первому критерию 

Диапазоны  
изменения  
отклонения  

расположения 
по оси y и угла 

разворота 

Значение 
отклонения 
формы, мм 

Смещение по 
оси х 0,1 мм 

Смещение по 
оси х 0,3 мм 

Диапазоны  
изменения  
отклонения  

расположения  
по оси х и у 

Угол  
разворота 
0,1 град 

 Te ,% Re ,% Te ,% Re ,% Te ,% 
y=0,1..0,5 мм 0 1,20 0,06 1,21 0,34 y=0,1..0,5 мм 0,20 
α=0..0,7 град 0,0039 1,08 0,15 1,21 0,11 x=0,1..0,5 мм 0,49 

 
0,0108 1,41 0,44 1,35 0,44 

 
1,41 

 
0,0177 2,59 0,80 1,52 0,71 

 
2,59 

 
0,0246 3,39 1,03 1,84 1,04 

 
3,39 

 
0,0316 4,36 1,32 2,22 1,36 

 
4,36 

 
0,0385 5,49 1,66 2,61 1,60 

 
5,49 
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Таблица 3 - Относительные погрешности параметров припасовки профиля  
с использованием метода оптимизации положения точек номинального профиля  
при целевой функции кривизна-отклонение нормалей 

 
Диапазоны  
изменения  
отклонения  

расположения 
по оси y и угла 

разворота 

Значение 
отклонения 
формы, мм 

Смещение по 
оси х 0,1 мм 

Смещение по 
оси х 0,3 мм 

Диапазоны  
изменения  
отклонения  

расположения  
по оси х и у 

Угол  
разворота 
0,1 град 

 Te ,% Re ,% Te ,% Re ,% Te ,% 

y=0,1..0,5 мм 0 1,19 0,01 1,21 0,02 y=0,1..0,5 мм 0,17 
α=0..0,7 град 0,0039 1,19 0,34 1,21 0,02 x=0,1..0,5 мм 0,49 

 
0,0108 1,21 0,22 1,21 0,44 

 
0,23 

 
0,0177 1,47 0,43 1,21 0,42 

 
1,47 

 
0,0246 1,44 1,16 1,21 0,42 

 
1,44 

 
0,0316 1,42 0,31 1,40 0,87 

 
0,16 

 
0,0385 1,09 0,06 2,22 0,19 

 
0,17 

 Погрешности, полученные при ре-
шении нелинейной функции разности уг-
лов наклона нормалей и кривизны в соот-
ветствующих точках профиля, не увели-
чиваются однозначно с ростом отклоне-
ния формы. Можно сказать, что при оп-
тимизации с целевой функцией (12) ре-
зультат решения изменяется незначитель-
но. 

В статье предложен и подтверждён 
метод повышения точности алгоритма ICP 
на основе решения многокритериальной 
задачи оптимизации, используемый при 
выявлении параметров отклонения распо-
ложения для профилей и поверхностей, 
имеющих сложную форму поверхности. 
Рассматривалось использование двух кри-
териев. Первый критерий использует рас-
стояния между припасованными точками 
измеренного профиля и точками на номи-
нальном профиле. В качестве второго 
критерия использовались геометрические 
особенности объекта измерения, такие как 
кривизна и угол наклона нормалей в точ-
ках. 

Основная причина погрешности оп-
ределения параметров отклонения распо-
ложения заключается в несоответствии 
точек номинального и измеренного про-
филей, которые используются для наи-
лучшего совмещения по методу МНК. 

Отклонение формы профилей, в зависи-
мости от его величины, ухудшает качест-
во наилучшего совмещения на 5-40%.  
Влияние отклонения формы на точность 
расчёта параметров отклонения располо-
жения удалось уменьшить при помощи 
критерия минимизации отклонений углов 
наклона нормалей и кривизны в точках 
совмещаемого профиля и CAD-модели 
(табл. 3). 

Таким образом, предлагаемый в ста-
тье новый метод позволяет существенно 
(до 5 раз) повысить точность совмещения 
измеренного профиля с его моделью при 
отклонении формы до 38,5 мкм. Метод 
оптимизации по геометрическим особен-
ностям наиболее применим в практике, 
так как при изготовлении деталей откло-
нение формы неизбежно. При минималь-
ном отклонении формы погрешность еR  
удалось снизить в 30-300 раз. 
Исследования проводились на оборудовании 
ЦКП CAM-технологий в рамках проекта № 
RFMEFI59314X0003. 
Работа поддержана Министерством образова-
ния и науки Российской Федерации в рамках 
реализации программы повышения конкурен-
тоспособности СГАУ среди мировых веду-
щих научно-образовательных центров на 
2013-2020 годы. 
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IMPROVING THE ACCURACY OF ASSESSING THE POSITION DEVIATION  
IN COORDINATE MEASUREMENTS OF GTE COMPRESSOR  

AND TURBINE BLADE PROFILES 
© 2014    M.A. Bolotov, V.A. Pechenin, N.V. Ruzanov 

Samara State Aerospace University, Samara, Russian Federation 
The paper proposes a method for increasing the accuracy of the iterative closest point (ICP) algorithm 

used in metrology problems in determining  position deviation. The target of using the method for determining 
deviation profiles were compressor blades of a gas turbine engine (GTE). We propose to formulate the problem 
of the optimal match in the developed method as a multicriterion task including the criteria of the minimum of 
squared distances, differences of normal vectors and difference values of the depth of camber at the appropriate 
points of the superposed profiles. Different variants of reducing the problem to the use of a single integral crite-
rion including the above-mentioned ones are considered. The problems of optimization were solved using the 
quasi-Newtonian methods of sequential quadratic programming. The proposed new method of improving the 
ICP algorithm based on geometric features showed greater accuracy in comparison with the discussed methods 
for optimizing the distance between the fitting points, especially in the case of a small number of measurement 
points on the profiles. 

 
ICP-algorithm, profile fitting, least squares method, NURBS, nonlinear optimization, profile camber. 
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