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Рассматривается задача выбора управ-
ления развертыванием тросовой системы для
обеспечения спуска на Землю капсулы. Ис-
пользуется следующая схема развертывания
связки «базовый космический аппарат (КА)
– субспутник (спускаемая капсула)» (рис. 1).

1. Отбрасывание субспутника вниз.
Движение в окрестности КА. Выход субспут-
ника на направление местной вертикали и его
стабилизация (участок О - А).

2. Отклонение субспутника на макси-
мальный угол от местной вертикали в направ-
лении орбитального движения системы (уча-
сток А - В).

3. Пассивное маятниковое движение,
отрезание троса при прохождении субспут-
ником линии местной вертикали (участок
В - С), свободное движение и вход спускае-
мой капсулы в атмосферу.

1. На первом участке относительное
движение тросовой системы рассматривает-
ся в сферической орбитальной системе коор-

динат (СК), связанной с центром масс систе-
мы точкой O (рис. 2). Эта система связана с
прямоугольной орбитальной СК OXY, в ко-
торой ось OX направлена по геоцентричес-
кому радиусу-вектору точки O, ось OY – по
трансверсали в направлении вектора скорос-
ти системы. Таким образом, на рис. 2: θ  -
угол отклонения связки от оси ОХ, r – рас-
стояние между субспутником А и центром
масс системы.

Математическая модель динамики раз-
вертывания тросовой системы может быть
получена на основе уравнений Лагранжа
2-го рода и имеет вид [1]:
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Рис. 1. Траектория движения субспутника
в процессе развертывания
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Рис. 2. Ориентация тросовой системы в
орбитальной системе координат OХУ
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где ω  - угловая скорость вращения центра
масс системы на орбите, Am  - масса субспут-

ника, θV  - угловая скорость отклонения отт

оси ОХ, rV  - скорость размотки, Т - натяже-
ние троса. В модели приняты следующие
допущения: движение рассматривается в
плоскости орбиты; орбита центра масс сис-
темы круговая и невозмущенная; центр масс
тросовой системы совпадает с центром масс
КА; трос аппроксимирован прямой, всегда
натянутой нитью; масса троса не учитывается.

Рассмотрим первый участок разверты-
вания тросовой системы (участок О - А, рис. 1).
В [1] качестве номинального рассмотрен за-
кон

( )trA rVrmT 346 12 −+= −ωω , (2)

где tr  - полная длина троса на первом участ-
ке. Данный закон получен из условия наиско-
рейшего гашения колебаний связки около
положения местной вертикали. Результаты
моделирования развертывания с применени-
ем закона (2) представлены на рис. 3, 4.
Моделирование проводилось для следую-
щих начальных условий: высота орбиты

268=H  км, длина троса 30 =r м, скорость

30 =rV м/с, угол 00 =θ , угловая скорость

00 =θV , масса КА 7250=M  кг, масса суб-б-

спутника 12=Am кг..

Результаты моделирования показывают,
что при управлении натяжением по закону (2)
возможно провисание троса в конце развер-
тывания на первом участке. Для исключения
провисания и предотвращения снижения
уровня натяжения ниже допустимого требу-
ется усложнение механизма размотки троса
– установка системы втягивания.

Предлагается рассмотреть закон управ-
ления натяжением в параметрическом виде:

( )trA rcVbramT −+= −12 ωω , (3)

где коэффициенты c,b,a  определяются из
граничных условий с учетом неотрицатель-
ности скорости развертывания на всем про-
тяжении размотки троса. Также, исходя из
соображений технической реализуемости, на
скорость размотки наложим ограничение:

( )rarc
b

V tr −>
ω

, которое следует из условия

0>T . Строгое неравенство указывает на то,
что натяжение не должно быть нулевым, что-
бы избежать провисания троса и его неконт-
ролируемый сход с катушки, на которую он
намотан.

При использовании выражения (3) сис-
тема уравнений движения (1) не зависит от
конструктивных параметров связки, а зави-
сит лишь от конечной длины троса. Основ-
ное влияние на процесс развертывания ока-
зывает величина начальной скорости оттал-
кивания субспутника от КА. В случае недо-
статочной начальной скорости, сообщенной
субспутнику, может произойти неконтроли-

Рис. 3. Траектория движения субспутника
при законе развертывания (2)

Рис. 4. Зависимость натяжения троса от времени
при развертывании по закону (2)
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руемый сход троса с катушки и, как резуль-
тат, потеря управления процессом разверты-
вания. Слишком большая величина скорос-
ти отбрасывания может привести к нештат-
ной ситуации (например, на начальном эта-
пе размотки в случае заедания/залипания тро-
са на катушке может произойти «отпружини-
вание» субспутника и его удар о КА).

Закон (3) позволяет сформулировать
параметрическую задачу: найти такие значе-
ния cba ,, , при которых условие 0>rV  вы-
полняется в течение всего процесса развер-
тывания, и тем самым исключается провиса-
ние троса. Должны выполняться граничные
условия: 000 ===== KKKrKK V,,V,rr,tt θθ .
При решении краевой задачи использовался
модифицированный метод Ньютона. Для ука-
занных начальных условий получены следу-
ющие значения коэффициентов:

.,c;a 613,5b4,6; === (4)

Моделирование показывает, что при
существенном увеличении начальной скоро-
сти траектория представляет собой петлю и
провисание троса неизбежно. Однако почти
всегда можно найти такие значения коэффи-
циентов в законе (3), чтобы исключить ослаб-
ление троса и образование петель в траекто-
рии субспутника. Этот закон позволяет удач-
но выводить субспутник в окрестность ли-
нии местной вертикали при различных усло-
виях полета.

На рис. 5 показана траектория движе-
ния субспутника. В отличие от движения при
законе (2) втягивание троса в процессе раз-
вертывания не требуется. Из рис. 6 видно, что
скорость развертывания связки всегда поло-
жительна, т. е. выполнено условие: 0>rV . На
рис. 7 показан уровень натяжения в тросе.
Сравнение рис. 4 и 7 показывает, что закон
(3) более выгоден с точки зрения динамики,
поскольку меньшее количество перепадов
командного натяжения троса приведет к его
плавному развертыванию и отсутствию рыв-
ков, что в свою очередь повысит надежность
и безопасность полета в целом.

На рис. 8 показана область параметров
тросовой системы (начальной скорости и
полной длины троса), в которой обеспечива-
ется условие непровисания и возможен под-
бор коэффициентов закона (3). Нижняя гра-
ница области обусловлена условием 0>T , а
верхняя получена по результатам моделиро-
вания при выполнении условия отсутствия
провисания.

Рис. 5. Траектория развертывания связки при
использовании закона (3) с коэффициентами (4)

Рис. 6. Зависимость скорости развертывания
от времени

Рис. 7. Зависимость натяжения троса
от времени
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2. Для второго участка задача формули-
руется следующим образом: необходимо най-
ти такой закон управления натяжением тро-
са, при котором угол отклонения субспутни-
ка от местной вертикали будет максимальным
(точка В, рис.1). Для решения поставленной
задачи воспользуемся принципом максиму-
ма Понтрягина. Функционал запишем в виде

.maxdt
kt

→∫
0

θ&  Гамильтониан системы будет

выглядеть следующим образом:

rVVH rrVV r
&&&& ψψθψψ θθθ

+++= , (5)

где rVV ,,,
r

ψψψψ θθ
 - сопряженные множите-

ли соответствующих координат.
Подставив в H  уравнения (1), можно приве-

сти гамильтониан к виду: .TmHH AVr

1
0

−−= Ψ

Из условия максимума H получим оптималь-
ное управление optT  в виде релейной функ-
ции:

( )
,

sign
TT rV

maxopt 






 +
=

2
1ψ (6)

где maxT  - наперед заданное значение натяже-
ния.

На основе гамильтониана и уравнений
(1) запишем выражения для сопряженных
множителей:
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Данная оптимизационная задача сводится
к краевой задаче определения начальных
значений сопряженных множителей

0000 θ
ψψψψθ VrV ,,,

r
 для следующих заданных

начальных условий:

00 0000
00

r,,V,V,t r ==== θθ
(8)

и конечных условий:

,rr,V

,V,,tt
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00 θθψ
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где t  - время развертывания.
Для проведения качественного анализа

движения и определения начальных значений
сопряженных множителей рассмотрим дви-
жение связки тел в цилиндрической орби-
тальной СК. Будем считать, что КА находит-
ся на околокруговой орбите. Уравнения сво-
бодного относительного движения двух тел
в цилиндрической орбитальной СК имеют
вид [5]:
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где zLr V,V,V,z,L,r ∆∆∆∆∆∆  - параметры
относительного движения (возмущенного
движения субспутника А относительно невоз-
мущенного движения КА В) в цилиндричес-
кой орбитальной СК (рис. 9); WTS RRR ,,  -
проекции возмущенного ускорения на мест-

Рис. 8. Область возможных значений начальной
скорости и полной длины троса на участке О – А

 Vr, м/с 

rt, м 
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ные радиус-вектор, трансверсаль и бинор-

маль; 3
0R

µ
λ =  - средняя угловая скорость

движения по околокруговой орбите; µ  - гра-
витационный параметр Земли, 0R  - большая
полуось орбиты КА.

Для большей наглядности представле-
ния параметров в уравнениях (10) перейдем
к новым переменным [3]:
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где cpr∆  и cpL∆ - среднее (вековое) смещение
субспутника вдоль радиуса орбиты и среднее

(вековое) смещение субспутника вдоль орби-
ты соответственно; l  - малая полуось эллип-
са относительного движения; zl  - амплитуда
взаимных колебаний КА в бинормальном
направлении; zϕϕ,  - углы, характеризующие
положение тела на эллипсе относительного
движения.

Система (10) для случая свободного
пассивного движения допускает решение в
квадратурах. С учетом введенных перемен-
ных (11) указанное пассивное движение бу-
дет описываться соотношениями:
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Анализ этих соотношений показывает,
что траектория свободного относительного
движения аппаратов в проекции на плоскость
орбиты будет представлять собой эллипс,
центр которого движется с постоянной ско-
ростью, определяемой величиной cpr∆ , с по-
стоянным соотношением полуосей, равным
2:1. Подставляя соотношения (12) в исходную
систему (10), получим уравнения относитель-
ного движения в виде:
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Рис. 9. Цилиндрическая орбитальная система
координат
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Параметры cpcp L,r ∆∆  характеризуют веко-
вое относительное движение, параметры

zz ,,l,l ϕϕ  - периодическое движение КА и
субспутника.

Модель движения в форме (13) позво-
ляет провести приближенный качественный
анализ начального этапа развертывания тро-
совой системы.

Рассмотрим возможную фазовую траек-
торию относительного движения, получаю-
щуюся при отделении субспутника от КА с
некоторой начальной длиной троса. Движе-
ние субспутника вниз будет происходить под
действием разности гравитационных сил,
действующих на КА и субспутник.

С учетом 00 =rV∆ , 00 =LV∆ , cpcp r~r =∆

из анализа первого и второго уравнения сис-
темы (13) для параметров относительного
движения  системы получим cpcp r~r =∆ ,

tr~L cpcp λ∆
2
3

−= . Отсюда следует, что вековоее

движение по cpr∆  отсутствует, а смещение по

cpL∆  будет формировать петлеобразную тра-
екторию с постоянным смещением (рис. 10).
Из анализа третьего соотношения системы
(12) следует, что величина эллипса относи-
тельного смещения определится величиной

2
cpr~

l λ= .

Результаты моделирования показывают,
что для различных начальных длин троса
можно подобрать такую, при которой в про-
цессе свободного движения субспутник от-
клонится на максимальный угол ( 090≈θ ) отт
вертикали и при этом трос будет полностью
размотан. На рис. 11 представлена возмож-
ная траектория такого «пассивного» развер-
тывания. При отсутствии возмущающего воз-
действия и каких-либо связей и ограничений
субспутник достигнет максимального угла
отклонения от местной вертикали ровно че-
рез виток после отбрасывания от КА. После
остановки развертывания под действием гра-
витационных сил субспутник начнет колеба-
тельное движение в сторону местной верти-
кали, приобретая приращение вектора скоро-
сти V∆ , которое позволит осуществить сходд
с орбиты субспутника и его вход как спуска-
емой капсулы в верхние слои атмосферы с
заданным углом наклона траектории.

Это обстоятельство можно использо-
вать для вычисления начальных значений
сопряженных множителей. Проинтегрировав
для случая свободного движения совместно
уравнения (1) и (7) от Kt  к 0t  с нулевыми
конечными значениями сопряженных множи-
телей, получим их начальные значения, ко-
торые можно использовать при решении кра-
евой задачи. Затем, изменяя начальные усло-

Рис. 10. Траектория относительного движения
субспутника при свободном движении с нулевой

начальной скоростью

Рис. 11. Возможная траектория движения
субспутника при развертывании без управления
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вия развертывания тросовой системы на не-
которую величину, можно каждый раз ис-
пользовать начальные приближения сопря-
женных множителей из результатов преды-
дущего моделирования.

Условия (9) будем использовать для под-
счета невязок при решении краевой задачи.

Результаты численных решений задачи
представлены на рис. 12. Начало процесса
управления показано более плотным распо-
ложением точек на графике. При длине тро-
са до 20000 м осуществляется свободное дви-
жение без управления, а при длине более
20000 м движение происходит с постоянным
уровнем натяжения троса.

Процесс управления развертыванием
является релейным с одним переключением,
т. е. начальный отрезок троса отматывается
без натяжения, а затем включение постоян-
ного натяжения обеспечивает плавное умень-
шение скорости развертывания до нуля.

Полученные решения позволяют сфор-
мулировать параметрическую задачу: для раз-
личных начальных длин троса подобрать та-
кие значения параметров натяжения T  и
момента переключения, которые обеспечива-
ли бы выполнение терминальных условий

,V,V
KKr 00 == θ  т. е. обеспечивали гашение

скорости в конце процесса развертывания.
Решение задачи производилось модифициро-
ванным методом Ньютона. В качестве началь-
ных значений принимались результаты реше-
ния оптимизационной задачи. На рис. 13 по-

казана одна из траекторий, полученных в ре-
зультате решения параметрической задачи.
Моделирование показывает, что маятниковое
движение субспутника в направлении мест-
ной вертикали происходит с небольшой ско-
ростью, и это обеспечивает благоприятные
условия для отрезания троса при прохожде-
нии линии местной вертикали, позволяющие
провести переход от второй к третьей стадии
развертывания с небольшими ошибками.

3. На рис. 14 показано направление ско-
рости V∆ , возникающей за счет маятнико-
вого движения на тросе вокруг центра масс
системы и обеспечивающей спускаемой кап-
суле вход в верхние слои атмосферы.

Результирующая скорость  движе-
ния субспутника после отрезания троса
определяется из соотношения [2]:

( )opopop cosVVVVV θ∆∆ −−+= 222
1  (рис. 14).

Если принять , что  1<<opVV∆ , тоо

)cos(VVV opop θ∆ −−≈1 , где opV  - орбиталь-
ная скорость субспутника с учетом связи. Эта

величина определяется как субсп
op

баз
opop VVV −= .

Здесь op
баз

op rV ω=  - скорость, которую имел
бы субспутник, находясь на высоте КА (ω  -
угловая скорость обращения центра масс
связки по орбите). Скорость, которую имеет
субспутник, находясь на более низкой орби-
те по сравнению с центром масс тросовой
системы:

Рис. 12. Траектория движения субспутника

Рис. 13. Траектория движения субспутника
до момента отрезания троса
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op
трopop

субсп
op r

)lr(r
V 











+
−= 33

µµ
,

где трl  - полная длина троса.

Угол наклона траектории 1θ  определится как

( )
( )opop

op
op cosVV

sinV
arctg

θ∆
θ∆

θθ
−−

−
−=1 .

Приближенно  можно  считать:

( )op
op

op sin
V

V
θ

∆
θθ −−=1 . Из интегралов энер-

гии и площадей следует: 
opr

V
R

V µµ 22 2
1

2 −=− ,

θθ cosrVcosVR op1= . В итоге можно полу-
чить искомые соотношения для расчета ско-
рости и угла наклона траектории при входе в
атмосферу:











−+=

opат
вх rr

VV 1122
1 µ ,

атвх

op
вх rV

cosrV
arccos 11 θ

θ = .

Результаты моделирования показывают,
что начальная длина троса оказывает суще-
ственное влияние на время и максимальную
скорость в процессе развертывания (рис. 15).
С точки зрения затрачиваемого времени на-
чинать процесс развертывания лучше с боль-
шей начальной длины троса. Однако высо-
кая скорость размотки троса может при этом
выходить за технические ограничения, накла-
дываемые на механизм размотки в целом или
его узлы и агрегаты.

Главным условием вывода спускаемой
капсулы в заданную область посадки являет-
ся обеспечение необходимых условий входа
в атмосферу на высоте 120 км. На рис. 16 и
17 приведены значения параметров входа
капсулы в атмосферу при развертывании с
различными длинами троса.

Рис. 14. К определению параметров входа
в атмосферу спускаемой капсулы

Рис. 15. Зависимость времени и максимальной
скорости развертывания от начальной длины троса

opV  

opθ−

1V
 

V∆

атr opr  

вхV
 

вхθ
 

1θ−
 

 

Рис. 16. Зависимость угла входа в атмосферу
от длины троса
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Из рисунков следует, что начальная дли-
на троса (и как следствие, максимальный угол
отклонения субспутника от местной верти-
кали) несущественно влияет на параметры
входа вхV , вхθ . Поэтому, варьируя ее, будет
довольно сложно добиться выполнения за-
данных значений параметров. Гораздо более
существенное влияние на параметры входа в
атмосферу оказывает полная длина троса,
т. е. высота, на которой находится субспут-
ник в момент отрезания троса.

В работе [6] рассмотрен процесс развер-
тывания тросовой системы по аналогичной

схеме. Предложенный закон (6) позволяет
использовать для обеспечения указанных в
[6] условий входа спускаемой капсулы в ат-
мосферу трос длиной 19,5 км.
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Рис. 17. Зависимость скорости входа в атмосферу
от длины троса
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CONTROL OVER ORBITAL TETHER SYSTEM UNFOLDING
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The process of unfolding orbital tether systems is discussed. Laws of nominal control over the unfolding are
suggested and analyzed. The existing laws and the proposed ones are compared.


