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1. Постановка задачи
Рассмотрим задачу проектирования

пилона навески двигателя к крылу самолета
с учетом требований прочности и жесткости
в виде ограничений на частоты собственных
колебаний. В процессе проектирования пи-
лона необходимо устранить возможность
появления резонансов в упругой системе
“крыло - двигатель”. Поэтому частоты соб-
ственных колебаний системы “пилон - дви-
гатель” должны принадлежать только “раз-
решенным” диапазонам.

В качестве объекта проектирования рас-
смотрим пилон самолета ИЛ-86 под модифи-
цированный двигатель. Новый двигатель
имеет массу и габаритные размеры, отличные
от исходного двигателя. Основные изменения
геометрических параметров пилона отраже-
ны на рисунке 1. Конструктивно пилон со-
стоит из 14 рам, двух стенок и обшивки (вер-
хней и нижней), подкрепленных стрингера-

ми. В верхней и нижней обшивках имеются
технологические отверстия. Узлам крепления
пилона к крылу и навески двигателя соответ-
ствуют 4 усиленных рамы. Данная тонкостен-
ная каркасированная конструкция является
комбинированной упругой системой [1], то
есть конструкцией, элементы которой обла-
дают различными свойствами. Так, в напря-
женно-деформированном состоянии стринге-
ров преобладает одноосное растяжение или
сжатие, а стенки и обшивки испытывают дву-
хосное (мембранное) состояние.

Достаточно адекватно моделировать
поведение конструкции при статическом и
динамическом нагружении позволяет метод
конечных элементов (МКЭ) [2]. Задача пара-
метрической оптимизации тонкостенной кар-
касированной конструкции может быть сфор-
мулирована в терминах нелинейного матема-
тического программирования [3]. За проект-
ные переменные для задачи оптимизации
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На примере проектирования пилона навески двигателя рассматриваются особенности и алгоритм опти-
мизации комбинированных конструкций с учетом широкого спектра ограничений.

Рис. 1. Схема пилона под модифицированный двигатель (пунктиром показаны контуры исходного пилона)
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силовой конструкции обычно принимаются
параметры, описывающие размеры сечений
конечных элементов (площади поперечных
сечений поясов лонжеронов и подкрепляю-
щих стрингеров, толщины обшивок и стенок
и т. п.) [3, 4]. Недостатком этого подхода яв-
ляется то, что такие переменные имеют раз-
личную физическую размерность. Поэтому
уже на этапе постановки задачи полезно от-
метить, что “традиционные” проектные пе-
ременные Хi  линейно связаны с массами со-
ответствующих элементов mi

(e):

mi
(e)=ρi Αi Xi , (1)

где ρi - плотность материала i-го элемента;
Αi  - постоянная составляющая объема i-го
элемента (площадь в плане элемента пласти-
ны или длина стержневого); Xi - переменная
составляющая объема i-го элемента (толщи-
на элемента пластины или площадь попереч-
ного сечения стержневого).

Еще одна особенность проектирования
рассматриваемой конструкции заключается в
том, что применение ряда алгоритмов к уп-
ругим системам, состоящим из разнородных
элементов, зачастую приводит к парадоксаль-
ным результатам, связанным с вырождением
стержневых элементов и необоснованным
увеличением мембранных элементов [5]. Для
устранения данного недостатка используем
прием представления конструкции в виде
совокупности подконструкций [3]. Введем в
рассмотрение n-мерный вектор проектных
переменных {m}={m1,m2,...,mn}, который од-
нозначно определяет произвольную точку m
в пространстве проектирования. Так как мас-
сы имеют одинаковую физическую размер-
ность для любых типов конечных элементов,
то объединение в подконструкции можно
осуществлять на основе простых линейных
связей:

{m} = [H] {m(e)},  n < t, (2)

где  [H] - булева  матрица  связи;
{m(e)}={m1

(e),m2
(e),...,mt

(e)}; t - количество
элементов в модели; n - количество подкон-
струкций.

С одной стороны, линейные связи (2)
позволяют уменьшить размерность задачи. С

другой стороны, если в одну подконструкцию
включить элементы обшивки и подкрепляю-
щие элементы, то заданное соотношение
между размерами сечений элементов в про-
цессе оптимизации будет неизменным (сле-
довательно, подкрепляющие элементы не
будут вырождаться). Такой прием позволяет
проектировать подкрепленные панели с уче-
том потери устойчивости.

В качестве целевой функции принима-
ем массу конструкции в следующем виде:

∑
=

=
n

i
imM

1
. (3)

Функции физических ограничений
представим в виде

( ) ( ) jjj CmCmG −= ,  (j=1, 2, ..., p), (4)

где Gj - j-е физическое ограничение; Cj и jC  -
величина j-ой переменной состояния конст-
рукции и ее допускаемая величина; p - коли-
чество физических ограничений. Перемен-
ными состояния конструкции являются на-
пряжения в различных точках конструкции,
обобщенные перемещения, частоты соб-
ственных колебаний.

Итак, задача оптимизации заключается
в определении точки m* в пространстве про-
ектирования, которой соответствует мини-
мальное значение целевой функции:

M(m*) = minД M(m) (5)

в области допустимых значений

Д = { m: Gj(m) ≤ 0, m∈П, j=1, 2, ..., p}, (6)

принадлежащей области поиска

П = { m: mi
min ≤ mi ≤ mi

max, i=1, 2, ..., n}. (7)

Здесь mi
min и mi

max - границы варьирова-
ния i-ой проектной переменной, обусловлен-
ные конструктивно-технологическими усло-
виями. Если значение проектной переменной
соответствует одной из границ области по-
иска, то такая переменная называется пассив-
ной. Для активных (свободных) проектных
переменных соотношения (7) выполняются
в виде строгих неравенств [4].
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2. Выбор метода оптимизации
Методы оптимального проектирования

конструкций развиваются в двух направлени-
ях [3, 4]. В основе прямого подхода (методов
математического программирования) лежит
идея пошагового улучшения качества проек-
та на основании локального поведения
функций цели и ограничений вблизи текущей
точки пространства проектирования. Эти
методы, как правило, определяют последова-
тельность поисковых шагов в допустимой
области вдоль гиперповерхностей ограниче-
ний, при которых значения целевой функции
монотонно убывают. Достоинством прямого
подхода является устойчивая сходимость ал-
горитмов, особенно вдали от оптимальной
точки, а недостатком - зависимость числа
итерационных шагов от размерности задачи
и, как следствие, низкая эффективность ме-
тодов применительно к сложным объектам.

В рамках непрямого подхода (методов
критериев оптимальности) задача минимиза-
ции целевой функции с ограничениями - не-
равенствами заменяется косвенной. Постули-
руется критерий, которому должна отвечать
рациональная конструкция, и строится ите-
рационная процедура поиска такой конструк-
ции. Критерии оптимальности могут выво-
диться из математической формулировки за-
дачи или основываться на особенностях по-
ведения, подмеченных для некоторых клас-
сов конструкций.

В работах [3, 6] рассматривается обоб-
щенный критерий оптимальности, который
совпадает с необходимыми условиями Куна-
Таккера для оптимизационной задачи (5) - (7).
Функция Лагранжа записывается в виде

( ) ( ) ( )
1=•

∑+=
j

j

p

j
mGmMmL λ , (8)

где 
j•

λ  – множитель Лагранжа для j-го физи-

ческого ограничения.
Необходимые условия Куна-Таккера

формулируются следующим образом:

( ) 0=∂∂ im/mL ,  (i=1, 2, ..., n1), (9)

( ) 0=mG jjλ , (j=1, 2, ..., p), (10)

0≥jλ , (j=1, 2, ..., p), (11)

где  n1 - количество активных проектных пе-
ременных; p - количество физических огра-
ничений.

Условия (10) и (11) задают набор актив-
ных физических ограничений для точки ло-
кального оптимума. Физические ограничения
называются активными [3], если соотноше-
ния (6) выполняются в форме равенства. Для
пассивных ограничений соотношения (6) яв-
ляются строгими неравенствами и множите-
ли Лагранжа равны нулю.

В рамках обобщенного критерия опти-
мальности ограничения на напряжения мож-
но учесть с помощью концепции полнонап-
ряженности [7]. Такая комбинированная
стратегия позволяет резко уменьшить коли-
чество физических ограничений за счет све-
дения множества физических ограничений на
напряжения к ограничениям снизу на вели-
чины проектных переменных (ПП) в следу-
ющем виде:

( )F
i

L
i

min
i m,mmaxm = , (12)

где L
im  - ограничения снизу для i-ой проект-

ной переменной, обусловленные конструк-

тивно-технологическими условиями; F
im  -

величина, получаемая из формулы отноше-
ния напряжений согласно концепции полно-
напряженности [7]:

( ) ( )s,...,,j,/maxmm ijji
F
i 21  == σσ , (13)

где s - количество случаев нагружения; ijσ  -
эквивалентные напряжения в i-ой подконст-
рукции при j-м случае нагружения; iσ  - до-
пускаемые напряжения.

В рассматриваемом подходе ограниче-
ния на проектные переменные становятся
более жесткими, что обостряет проблему
выбора набора активных ПП. При использо-
вании непрямых методов может возникать
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осцилляция вычислительного процесса, вы-
ражающаяся в периодических скачкообраз-
ных изменениях функций цели и ограниче-
ний. Чаще всего это связано с “мерцанием”
наборов активных ограничений и активных
ПП. После стабилизации указанных наборов
итерационный процесс быстро сходится
[3, 8]. Таким образом, эффективность проце-
дуры определения наборов активных ограни-
чений и ПП может стать основой эффектив-
ности алгоритма оптимизации в целом. В ра-
боте [9] предложен алгоритм последователь-
ной линеаризации в методе критериев опти-
мальности. Движение в пространстве проек-
тирования к точке, удовлетворяющей крите-
рию оптимальности, осуществляется на ос-
нове последовательного чередования “проб-
ных” и “рабочих” шагов. В результате ряда
“пробных” шагов определяются наборы ак-
тивных ограничений и ПП на основе линей-
ных аппроксимаций параметров состояния
конструкции. “Рабочий” шаг характерен тем,
что для текущей точки пространства проек-
тирования выполняется анализ конструкции
в полном объеме. Данный алгоритм прошел
тщательное испытание с помощью специаль-
но разработанной системы тестов, включаю-
щей в себя различные типы конструкций
[8, 9].

3. Численные результаты
Конечно-элементная модель пилона

(рис. 2) разработана на ММЗ им. С. В. Илью-
шина в среде МКЭ-системы РИПАК [10].
Необходимо спроектировать пилон мини-
мальной массы, удовлетворяющий ограниче-
ниям по прочности для трех расчетных слу-
чаев нагружений, по частотам собственных
колебаний и конструктивно-технологичес-
ким требованиям. Толщины стенок и обши-
вок должны лежать в диапазоне от 1,5 мм до
5,0 мм. Площади поперечных сечений стрин-
геров связаны с толщинами обшивок и сте-
нок линейным соотношением, определенным
начальным распределением материала и тре-
бованиями устойчивости.

Ограничения на частоты собственных
колебаний пилона с двигателем формулиру-
ются следующим образом:

- частота колебаний 1ω  должна быть не
менее 1,83 Гц;

- частота колебаний 2ω  должна быть не
более 3,07 Гц.

Исходный вариант конструкции (мас-
сой М=325 кг) имеет следующие собствен-
ные частоты: 

•
1ω =2,94 Гц; 

•
2ω =4,2 Гц. Нару-у-

шено ограничение по второй частоте. Ана-

Рис. 2. Конечно-элементная модель пилона
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лиз напряженного состояния показал, что
имеются зоны с избытком материала по проч-
ности, которые позволят уменьшить жест-
кость конструкции и тем самым уменьшить
вторую частоту.

Для оптимизации распределения мате-
риала в конструкции использован алгоритм
последовательной линеаризации в методе
критериев оптимальности. Ход оптимизаци-
онного процесса показан на рисунках 3 и 4.
По характеру изменения целевой функции и

активного физического ограничения можно
сделать заключение об устойчивой сходимо-
сти алгоритма, основанного на концепции
полнонапряженности и линейных аппрокси-
мациях функций ограничений частот соб-
ственных колебаний. За семь итераций най-
ден допустимый проект с массой М=210 кг
и собственными частотами 

•
1ω =2,22 Гц,

•
2ω =3,07 Гц.

Рис. 3. Изменение частоты колебаний  в процессе оптимизации пилона

Рис. 4. Изменение массы пилона в процессе оптимизации
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4. Заключение
Непрямой подход основывается на зна-

нии характерных особенностей проектируе-
мых упругих систем и поэтому позволяет
эффективно решать вопросы оптимизации
распределения материала в конструкциях.
Компромисс между точностью и эффектив-
ностью весьма важен в реальном проектиро-
вании, так как позволяет получать рациональ-
ные варианты конструкций в заданные сро-
ки. Указанный компромисс возможен на ос-
нове построения гибридных стратегий, объе-
диняющих различные критерии оптимально-
сти. Полученные результаты демонстрируют
эффективность методики проектирования
тонкостенной каркасированной конструкции
на основе объединения обобщенного крите-
рия оптимальности и концепции полнонап-
ряженности.
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© 2006 A. V. Boldyrev, V. A. Komarov

Samara State Aerospace University

Peculiarities and algorithm of optimizing combined structures are discussed, engine pylon design taken as an
example, with regard to a wide range of restrictions.


