
Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета  №5(47),  часть 1,  2014 
 

27 

УДК 621.452.3-752.2 
РАЗРАБОТКА И ИССЛЕДОВАНИЕ  

ДИНАМИЧЕСКИХ УПРУГО-ДЕМПФЕРНЫХ МОДЕЛЕЙ  
ДЛЯ ОБЕСПЕЧЕНИЯ ВИБРАЦИОННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ  

ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 
 

© 2014  Ф.М. Шакиров  
 

Самарский государственный аэрокосмический университет имени академика С.П. Королёва 
(национальный исследовательский университет) 

 
Рассматривается одномассовая упругодемпферная модель колебательной системы, из которой мо-

гут быть получены более простые классические варианты  с подвесками в виде реологических моделей 
Пойнтинга-Томсона, Кельвина, Максвелла, Гука. Отличие модели от классических вариантов в том, что 
составляющие её подвески опираются на разные основания, одно из которых может быть виброактив-
ным. Модель имеет две разновидности, отличающиеся тем, какая часть подвески опирается на потенци-
ально виброактивное основание – упругая или упруго-демпферная. Приводятся математические модели 
их динамики с учётом демпфирования нелинейного характера. Исследованы динамические свойства раз-
новидности, в которой вибровозмущение с основания на защищаемую массу может передаваться через 
упругий элемент. Рассмотрены случаи силового и кинематического вибронагружения массы с использо-
ванием частотных функций по абсолютным и относительным параметрам. При силовом вибронагруже-
нии динамика рассматриваемой модели идентична динамике классической модели. В случае кинемати-
ческого возмущения массы на амплитудно-частотной характеристике по относительному параметру про-
является новое качество – две инвариантные точки. Это обстоятельство использовано для оптимизации 
уровня демпфирования в системе с целью минимизации резонансной амплитуды колебаний. Диапазон 
низкочастотной виброизоляции не меньше, чем у консервативной колебательной системы. Размер его 
зависит от демпфирования и жёсткостей упругих элементов, поэтому выбор их величин связан с дости-
жением компромисса между ограничением размаха резонансных колебаний и обеспечением требуемого 
качества низкочастотной виброизоляции. 

 
Вибрационная безопасность, реологические модели, релаксационное демпфирование, динамика, 

частотные и резонансные характеристики, оптимальное демпфирование. 
 
Вибрационная безопасность пред-

полагает предотвращение условий, при 
которых воздействие вибрации могло бы 
привести к ухудшению состояния здоро-
вья работников, в том числе и к профес-
сиональным заболеваниям, а также к 
значительному снижению уровня ком-
фортности условий труда.  

Кроме того, создаваемая машина-
ми, агрегатами, механизированным ин-
струментом и оборудованием вибрация 
способна привести как к нарушениям в 
их работе и выходу из строя самих этих 
машин, так и служить причиной повреж-
дения других технических объектов. Это 
может повлечь за собой возникновение 
аварийных ситуаций и, в конечном ито-
ге, неблагоприятных воздействий на че-
ловека. Поэтому контроль  вибрацион-
ного состояния машин и обеспечение 
вибрационной прочности объектов так-

же относят (в широком смысле) к мерам по 
обеспечению вибрационной безопасности 
[1]. 

Методология исследования динамики 
агрегатов и узлов двигателей летательных 
аппаратов (ДЛА) и устройств виброзащиты 
человека как систем, подверженных дейст-
вию вибрационного возмущения, базирует-
ся преимущественно на моделях с вибро-
защитным устройством (ВЗУ) в виде рео-
логической модели Кельвина [2]. Реже для 
этих целей используются динамические 
модели с релаксационным механизмом 
демпфирования на основе реологической 
модели Пойнтинга-Томсона (иначе – Зене-
ра) [3-5].  

В настоящей работе представлены ре-
зультаты исследования разновидностей ди-
намической упруго-диссипативной модели, 
частными случаями которой являются вы-
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шеуказанные модели колебательных 
систем. 

На рис.1 представлены схемы опи-
сываемой колебательной системы с под-
веской, состав которой идентичен реоло-
гической модели Пойнтинга-Томсона. 
Отличие состоит в том, что элементы 
ВЗУ упираются в разные основания, од-
но из которых при кинематическом воз-
мущении колебательной системы явля-
ется виброактивным. Данное обстоя-
тельство послужило причиной указан-
ные ВЗУ назвать квазимоделями Пойн-
тинга-Томсона, среди которых далее бу-
дем различать «с»- и «cd»- квазимодели. 
В первой (рис.1а) на виброактивное ос-
нование опирается «несущая» пружина, 
тогда как последовательная комбинация 
демпфера и «релаксационной» пружины 
(т.е. элемент Максвелла) расположена 
между массой и пассивным основанием. 
В «сd»-квазимодели – наоборот, возму-
щение на массу от виброактивного осно-
вания передаётся через элемент Мак-
свелла, а «несущий» упругий элемент 
опирается на неподвижное основание 
(рис.1б). 

Рассмотрим специфику динамики 
первой из предлагаемых моделей. 

Движение объекта массы  m опи-
сывается в этом случае системой урав-
нений 
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Здесь dn - коэффициент демпфирования, 
пропорционального n-ой степени отно-
сительной скорости через диссипатив-
ный элемент; с, с1 - коэффициенты жёст-

кости релаксационного и несущего упругих 
элементов; x1(t),  x2(t), x3(t) - абсолютные 
смещения из равновесных положений ос-
нования, объекта и точки сочленения ре-
лаксационной пружины с демпфером, соот-
ветственно; d(t)=x2(t)–x1(t) - смещение мас-
сы относительно основания; z(t)=x3(t) - от-
носительное перемещение через демпфер; 
F(t) -  внешняя возмущающая сила;  точки 
над переменными означают соответствую-
щие производные функций по времени. 
Движение рассматриваемой колебательной 
системы не зависит от поля гравитацион-
ных сил, чем и объясняется их отсутствие в 
уравнении движения. 

Для определения выражений АЧХ 
применена процедура эквивалентного вяз-
кого демпфирования [2], предполагающая 
аппроксимацию нелинейной диссипатив-
ной силы эквивалентной ей линейной си-
лой вязкого демпфирования по равенству 
энергий, рассеиваемых за цикл колебаний 
нелинейным и вязким демпферами, возбу-
ждаемых одним и тем же гармоническим 
относительным смещением.  

Анализ уравнений движения (2) пока-
зывает,  что при силовом характере вибро-
возмущения представленной на рис.1.а ко-
лебательной системы её динамическое по-
ведение полностью совпадает с поведением 
подвергнутой силовому вибронагружению 
колебательной системы, в которой ВЗУ 
имеет вид реологической модели Пойнтин-
га–Томсона. 

В результате преобразований из сис-
темы уравнений (1) получены формулы 
АЧХ (коэффициентов передачи m) и ФЧХ 
(углов сдвига фазы φ) в безразмерных па-
раметрах для случая кинематического  воз-
мущения колебательной системы: 
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где ( )2 2 2 2 21 4 1 /эквQ N Nh x h h= - + + - , 
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где 
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2(1 ) 4 1 /эквQ N N Nh h x h h h= - + + - - . 

Здесь индексы обозначают: А - абсолют-
ный, R - относительный; h=w/w0 - без-
размерная и w -размерная частоты воз-
мущающего сигнала; w0=(c1/m)0,5 - соб-

ственная частота колебательной системы; 
N=c/c1 - соотношение жёсткостей релакса-
ционного и несущего упругих элементов; 
xэкв - безразмерный коэффициент эквива-
лентного вязкого демпфирования, который 
для различных видов вибровозмущения при 
n¹1 определяется из уравнения 
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Рис.1. Схемы колебательной системы с ВЗУ в виде «с»-квазимодели (а) 
и «cd»-квазимодели (б) Пойнтинга-Томсона 
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где Г(...) – гамма-функция. Величины без-
размерного параметра демпфирования bn 
и показателя степени α для различных ви-
дов вибровозмущения представлены в 
таблице. 

Таблица - Выражения безразмерного параметра демпфирования bn 
при различных  видах вибровозмущения 

Вибронагружение Безразмерный параметр 
демпфирования, bn 

Показатель степе-
ни α в уравнении 

(7) Тип Амплитуда 
Кинематическое 
по перемещению 10x  1
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100 / cxd nn
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Кинематическое 
по ускорению 10x&&  1
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Выражения АЧХ (3) и ФЧХ (5), опи-
сывающие реакцию рассматриваемой сис-
темы при кинематическом возмущении по 
абсолютному параметру, имеют вид, 
идентичный передаточной и частотной 
функциям по перемещению при силовом 
возмущении колебательной системы с 
ВЗУ в виде модели Пойнтинга-Томсона. 

Следовательно, их поведение в оговорён-
ных случаях идентично. 

Графики функций (4) и (6), описы-
вающих поведение рассматриваемой сис-
темы при кинематическом возмущении по 
относительному параметру (в предполо-
жении, что ВЗУ содержит демпфер вязко-
го трения, т.е. n=1), представлены на 
рис.2.  
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Рис.2. Частотные характеристики по относительному параметру 
при кинематическом возмущении: а – АЧХ; б – ФЧХ 

 
Из графиков АЧХ видно,  что край-

ним величинам демпфирования в колеба-
тельной системе, равным 0 и ¥, соответ-
ствуют предельные положения (по оси 
безразмерной частоты) резонансной кри-
вой. При x=0 (т.е. при обрыве релаксаци-
онной связи) система становится консер-
вативной, относительный коэффициент 
передачи которой имеет вид: 

)1/( 22
0

hhm -=R .   (8) 
Бесконечная реакция при этом соот-

ветствует равенству частоты возмущаю-
щего движения w собственной частоте w0 
недемпфированной системы, т.е. hР =  1.  
При x = ¥ (т.е. z = 0, а защищаемая масса 
удерживается «несущей» жёсткостью с1 и 
«релаксационной» жёсткостью с пружи-
нами суммарной жёсткостью (1 + N) с1) 
система становится псевдоконсерватив-
ной. Относительный коэффициент пере-
дачи в этом случае имеет вид: 

2 2( ) / ( 1 )R N Nm h h
¥
= - + - ,          (9) 

а бесконечная реакция реализуется на 
безразмерной частоте 1+= NРh , что 
соответствует равенству частоты w воз-
мущающего движения  основания собст-
венной частоте w¥ передемпфированной 
системы 

1 0(1 ) / 1с N m Nw w¥ = + = + .    

Из выражения (9) следует, что пара-
метр mR¥ колебательной системы с ВЗУ в 
виде «с»-квазимодели Пойнтинга-
Томсона на нулевой частоте имеет вели-
чину mR¥=N/(N+1), а  на  частоте  h=(N)0.5 
он равен нулю. 

С ростом параметра x от 0 до ¥ ре-
зонансные значения функции )(hmR  вна-
чале снижаются, затем проходят через 
минимум и вновь возрастают. Резонанс-
ная частота при этом изменяется от 1=Рh  
до NР += 1h , проходя через максимум, 
превышающий по величине резонансную 
частоту передемпфированной системы. 

Независимо от уровня демпфирова-
ния в колебательной системе все её резо-
нансные кривые проходят через две инва-
риантные точки пересечения предельных 
резонансных кривых при x =  0  и x = ¥. 
Нахождение резонансного значения отно-
сительного коэффициента передачи во 
второй инвариантной точке соответствует 
условию максимума функции )(hmR , а 
величина параметра x,  при которой вы-
полняется указанное условие, является 
оптимальной xОПТ. При любом уровне 
демпфирования, большем или меньшем 
оптимального, резонансное значение 
функции )(hmR  будет выше, чем при xОПТ. 

Рост безразмерной жёсткости N уве-
личивает диапазон изменения резонанс-
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ной частоты колебательной системы при 
варьировании в ней уровня демпфирова-
ния, снижает величину минимакса отно-
сительного коэффициента передачи, рас-
ширяет область низкочастотной виброи-
золяции, но ухудшает её качество. 

Для малых величин демпфирования 
(x ≤ 0,2) и значений безразмерной жёстко-
сти N ≥ 1,4 резонансный относительный 
коэффициент передачи можно определить 
в пределах 10%-ой ошибки из выражения: 

xm 2/1»Rр   (x ≤ 0,2;   N ≥ 1,4).        
Виброизоляция по относительному 

коэффициенту передачи осуществляется в 
частотной области 0 < h < h*, где гранич-
ная частота h* зависит от величин безраз-
мерного коэффициента демпфирования x  
и соотношения жёсткостей упругих эле-
ментов подвески  N: 

0,52 2
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и изменяется в пределах от 5,0  при x = 0 
до N+5,0  при x = ¥. 

Высокочастотный относительный 
коэффициент передачи равен единице, а 
низкочастотный зависит от демпфирова-
ния и равен xhm 2)0( =R . Это соответст-
вует показателю темпа затухания низко-
частотных колебаний q(0)  =  20  дБ/дек (6  
дБ/окт), что хуже аналогичного показате-
ля консервативной колебательной систе-
мы (40 дБ/дек). Рост демпфирования сни-
жает качество низкочастотной виброизо-
ляции. 

На основании вышесказанного вы-
бор величин безразмерного коэффициента 
демпфирования x  и безразмерной жёстко-
сти N по функции )(hmR  подразумевает 
достижение компромисса между требова-
ниями по ограничению размаха резонанс-
ных колебаний и по качеству и диапазону 
низкочастотной виброизоляции. 

Угол сдвига фаз между входной и 
выходной координатами для значений 
безразмерного коэффициента демпфиро-
вания 0 ≤ x ≤ ¥ изменяется от -p/2 при 

h®0 до -p при h®¥ (рис. 2б). При x = 0 
вид функции )(hj R соответствует виду 
ФЧХ консервативной системы. В случае 
передемпфирования системы (x = ¥) 
функция )(hj R  принимает вид, присущий 
колебательной системе в виде массы, под-
вешенной на двух разноопёртых пружи-
нах. А именно: на участках 0 £ h < (N)0.5  и 
(1+N)0.5 <h £ ¥ функция jR(h) равна вели-
чине -p; при h = (N)0.5  она скачком растёт 
от -p до 0,  а при h = (1+N)0.5 скачком 
снижается от 0  до -p; в частотном диапа-
зоне (N)0.5 <h < (1+N)0.5 сдвиг фаз между 
входной и выходной координатами сис-
темы отсутствует, т.е. jR(h)=0. 

По указанным выше причинам резо-
нансные характеристики рассматриваемой 
колебательной системы при её силовом 
возмущении полностью совпадают с ана-
логичными характеристиками колеба-
тельной системы с ВЗУ в виде модели 
Пойнтинга-Томсона для случая силового 
нагружения. Резонансные характеристики 
абсолютного коэффициента передачи при 
кинематическом возмущении идентичны 
резонансным характеристикам коэффици-
ента динамического усиления по переме-
щению при силовом нагружении. 

Резонансные характеристики отно-
сительного коэффициента передачи опре-
деляются уравнением восьмой степени, 
связывающим безразмерные резонансные 
частоты hР, безразмерный коэффициент 
демпфирования x  и безразмерную жёст-
кость N: 

{ }
4 8 2 2 2 6

2 2 4 4

3 2 2 4 2

16 8 2 (2 1)

4 4( 1) (3 2)

(8 ) 2 0. (10)

Р Р

Р

Р

N N

N N N N N

N N N

x h x x h

x x h

x h x

é ù+ - + +ë û

é ù+ + - + + +ë û

+ - - =

 

Последовательность корней уравне-
ния (10) для диапазона величин безраз-
мерного коэффициента демпфирования x 
от 0,1 до 10 при выбранных значениях 
безразмерной жёсткости N представлена 
графически на рис.  3б.  На рис.  3а приве-
дены соответствующие резонансным час-
тотам hР резонансные значения относи-
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тельного коэффициента передачи рRm  для 
широкого ряда величин параметра N. 
Видно, что при величинах безразмерной 
жёсткости N ≥ 0,7 функция )(xm рR  суще-
ственно независима от параметра N при 
низких значениях демпфирования (x ≤ 
0,1). Линии функции )(xm рR  имеют ми-
нимумы, соответствующие оптимальным 
величинам безразмерного коэффициента 
демпфирования xОПТ при данных значени-
ях безразмерной жёсткости N. При N=¥ 

«с»–квазимодель Пойнтинга-Томсона 
трансформируется в «с»–квазимодель 
Кельвина, поэтому кривая при N=¥ функ-
ции )(xm рR  позволяет оценить возмож-
ность аппроксимации первой из упомяну-
тых квазимоделей второй. Так, резонанс-
ные значения относительных коэффици-
ентов передачи, соответствующие обеим 
квазимоделям, хорошо коррелируют для x 
≤ 0,1 при N ≥ 0,7, либо для x ≤ 0,5 при N ≥ 
5,0, либо x ≤ 1,0 при N ≥ 8 и т.д. 
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Рис.3. Резонансные характеристики по относительному параметру 
        при кинематическом возмущении: а – амплитуда; б – частота 

 
При величинах x ≤ 0,1 резонансная 

частота приблизительно равна собствен-
ной частоте w0 для всех значений безраз-
мерной жёсткости N, т.е. hР = 1 (рис. 3б). 
С ростом параметра x функция )(xhР  не-
прерывно растёт до некоторого максиму-
ма, превышающего по величине собст-
венную безразмерную частоту 
w¥/w0=(1+N)0.5 передемпфированной сис-
темы, к которой затем асимптотически 
стремится «сверху» с дальнейшим ростом 
демпфирования. 

Из сравнения рис. 3а и рис. 3б сле-
дует, что значение функции )(xhР , соот-
ветствующее оптимальной величине xОПТ, 
лежит вне (выше) зоны, где имеет место 
максимальный темп изменения этой 
функции. Поэтому флуктуация параметра 
x (температурные колебания, производст-

венные допуски и др.) в окрестности оп-
тимального значения xОПТ не приведёт к 
значительным изменениям резонансной 
частоты относительного коэффициента 
передачи, в отличие от колебательной 
системы с ВЗУ в виде модели Пойнтинга-
Томсона. 

Выражения, определяющие опти-
мальные величины безразмерного коэф-
фициента демпфирования x  в зависимо-
сти от безразмерной жёсткости N, для 
частотных функций, описывающих пове-
дение рассматриваемой колебательной 
системы при силовом возмущении, иден-
тичны аналогичным выражениям для слу-
чая силового нагружения колебательной 
системы с ВЗУ в виде модели Пойнтинга-
Томсона.  Это касается и абсолютного ко-
эффициента передачи при кинематиче-
ском возмущении рассматриваемой сис-
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темы, функция xОПТ(N) для которого име-
ет тот же вид,  что и для коэффициента 
динамического возмущения по перемеще-
нию при силовом нагружении. 

Из условия равенства ординат пре-
дельных резонансов функции )(xm рR  рас-
сматриваемой колебательной системы – 
выражения (8) и (9) – координаты двух 
упомянутых выше инвариантных точек - 
запишутся в следующем виде: 

( )2
1 115,0 NNин +-+=h ,           

( ) ( )22
1 11/11 NNNNинR ++-+-+=m ,  

( )2
2 115,0 NNин +++=h ,                  (11) 

( ) ( )22
2 11/11 NNNNинR ++-+++=m .  

Биквадратное уравнение, связываю-
щее оптимальную величину безразмерно-
го коэффициента демпфирования xОПТ  и 
безразмерную жёсткость N, получается из 

уравнения (10) после подстановки в него 
частотной координаты второй инвариант-
ной точки – выражение (11): 

8 6 4 4
2 2 2

2 6 2 4 3 2 4 2
2 2 2

4 2 2
2 2

16 (2 1) ( 1)
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( 1) 0                                                (12)
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N N N

N N N N N

N

h h h x

h h h x

h h

é ù- + + + +ë û
é ù+ - + + - +ë û

+ - =
 

Последовательность положительных 
корней уравнения (12) для диапазона зна-
чений безразмерной жёсткости от 0,5 до 
100 представлена на рис. 4б. Зависимость 
xОПТ(N) имеет вид положительной части 
канонической параболы и непрерывно 
возрастает с увеличением параметра N. На 
рис. 4а приведены координаты второй ин-
вариантной точки, соответствующей пи-
кам функции )(hmR при оптимальных ве-
личинах демпфирования в рассматривае-
мой колебательной системе. 

 
а б 

Рис.4. Координаты инвариантных точек (а) и оптимальные величины 
безразмерного коэффициента демпфирования (б) в функции параметра N 

Из последнего рисунка видно, что 
функция mRин2(N) – гиперболического ти-
па, а наибольший темп уменьшения её 
приходится на диапазон значений  без-
размерной жёсткости 0 < N ≤ 0,8. При воз-
растании параметра N ордината 2-ой ин-
вариантной точки асимптотически стре-
мится к единице сверху, а при N ≥ 4  она 
мало чувствительна к N. Частотная коор-
дината 2–ой инвариантной точки непре-
рывно увеличивается с ростом безразмер-
ной жёсткости N  и при этом асимптоти-

чески приближается по величине к без-
размерной собственной частоте пере-
демпфированной системы N+1 . Таким 
образом, рост параметра N  в области зна-
чений N ≥ 4 увеличивает параметр xОПТ, 
резонансную частоту при оптимальном 
демпфировании, мало влияя при этом на 
величину резонансного пика при xОПТ. 

На рис. 5 представлены частотные 
характеристики для ряда значений без-
размерной жёсткости N при соответст-
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вующих им оптимальных величинах без-
размерного коэффициента демпфирования 
xОПТ, которые даны в скобках. Резонанс-
ный пик каждой из кривых на рис. 5а та-
ким образом означает положение 2–ой 

инвариантной точки функции )(hmR  для 
указанной величины параметра N,  т.е.  яв-
ляет собой минимакс этой функции по па-
раметрам x  и  h. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  а б 

Рис.5. Частотные характеристики по относительному параметру  
при оптимальном  демпфировании: а – амплитуда; б – частота 

Как видно из рис. 3а резонансные 
величины относительного коэффициента 
передачи мало чувствительны к измене-
нию демпфирования в окрестности своего 
оптимального значения, причём с ростом 
безразмерной жёсткости N эта чувстви-
тельность снижается. Так, для самой ма-
лой из приведённых на рис. 3а величин 
безразмерной жёсткости N =  0,5  функция 

)(xm рR  изменяется менее чем на 40% при 
отклонении параметра x  более чем вдвое 
от своего оптимального значения. 

 
Выводы 
Использование в качестве ВЗУ «с»-

квазимодель Пойнтинга–Томпсона обу-
словливает следующие особенности ди-
намики колебательной системы. 

1. При силовом вибровозмущении 
такой системы её поведение идентично 
поведению колебательной системы с ВЗУ 
в виде модели Пойнтинга–Томпсона, на-
ходящейся в условиях воздействия внеш-
ней гармонической силы. 

2. Передаточная функция и частот-
ные характеристики по абсолютному па-
раметру при кинематическом возмущении 
рассматриваемой колебательной системы 

полностью совпадают с передаточной 
функцией и частотными характеристика-
ми при силовом возмущении системы. 

3. Коэффициент передачи по отно-
сительному параметру при кинематиче-
ском возмущении, как и модули осталь-
ных частотных передаточных функций, 
имеет два предельных положения резо-
нансной кривой с бесконечной ординатой: 
на частоте hР= 1 при x =  0  и на частоте 

NР += 1h  при x = ¥.  Но,  в отличие от 
остальных АЧХ, функция )(hmR  имеет 
две инвариантные точки. С ростом пара-
метра x резонансный относительный ко-
эффициент передачи снижается, проходит 
через минимум, совпадающий со 2–ой ин-
вариантной точкой, и затем возрастает. 

4. Низкочастотный относительный 
коэффициент передачи, в отличие от вы-
сокочастотного, а также низко- и высоко-
частотных модулей остальных частотных 
передаточных функций, прямо зависит от 
демпфирования. Темп затухания низко-
частотных колебаний функции )(hmR  ра-
вен 20 дБ/дек (6 дБ/окт), что хуже показа-
теля консервативной колебательной сис-
темы (40 дБ/дек). Показатели темпа зату-
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хания низко- и высокочастотных колеба-
ний по прочим  АЧХ равны соответст-
вующим показателям консервативной 
системы. 

5. Диапазоны низко- и высокочас-
тотной виброизоляции зависят от пара-
метров демпфирования x  и жёсткости  N. 
Размеры этих диапазонов в низкочастот-
ной области – не меньше, а в высокочас-
тотной - не больше размеров аналогичных 
диапазонов виброизоляции консерватив-
ной колебательной системы. Причём рост 
уровня демпфирования ухудшает качество 
виброизоляции по функции )(hmR  и не 
сказывается на остальных АЧХ. 

6. Уровень демпфирования в коле-
бательной системе может быть оптимизи-
рован при данном значении параметра N c 
целью минимизации величины резонанс-
ного модуля частотной передаточной 
функции: при любой величине безразмер-
ной жёсткости N –  для функций )(hmR , 
nУС(h), nС(h); при N ≤ 2 – для функций 
mА(h) и nП(h); при N ≤ 1+ 50,5 – для функ-
ции nСК(h). 

7. Резонансные частоты функций 
nУС(h) и nС(h) очень чувствительны к ма-
лым отклонениям демпфирования от оп-

тимального значения. В то же время резо-
нансные частоты и резонансные величины 
функций )(hmR  -  при любом N, mА(h) и 
nП(h) – при N ≤ 2, nСК(h) – при N ≤ 1+ 50,5, 
а также резонансные значения функций 
nУС(h) и nС(h) – при любых N - мало чув-
ствительны к изменениям параметра x  в 
окрестности  его оптимума  xОПТ. 

При заданной через статическую 
осадку dСТ недемпфированной собствен-
ной частоте w0 выбор параметров демп-
фирования x и жёсткости N для «с»–
квазимодели Пойнтинга– Томпсона  мо-
жет иметь или не иметь компромиссный 
характер в зависимости от приоритетов в 
выборе основной передаточной функции 
и связанных с нею частотных характери-
стик. Так, например, если определяющи-
ми являются ограничения по относитель-
ному параметру при кинематическом воз-
мущении колебательной системы, то вы-
бор величин указанных выше параметров 
связан с достижением компромисса меж-
ду необходимостью ограничения размаха 
резонансных колебаний и соблюдения 
требований на размер диапазона и качест-
во низкочастотной виброизоляции.
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This article considers single-mass elastic-damper model of oscillating system; simplified classic versions 

with pendants in the form of rheological models of Poynting-Thomson, Kelvin, Maxwell, Hooke can be derived 
from this model. The difference between this model and other classic versions is that the components of re-
searched model suspension  system are based on different foundations; one of foundations can be vibro-active. 
Model has two modifications, the difference between these modifications is that in one case elastic part of sus-
pension system is based on vibro potentially active foundation and in other case elastic – damper part of suspen-
sion system is based on vibro potentially active foundation. The article also contains mathematical models of 
these modifications with allowance for damping of nonlinear type. Dynamical functions of variation are re-
searched. In this variation vibrations can be transmitted from foundation to protected mass through elastic com-
ponent. Article shows the cases of  force and kinematic vibro-loading of mass with appliance of frequency func-
tions on absolute and relative parameters. Dynamics of researched model  is identical to dynamics of classic 
model in case of  force vibro-loading of researched model. New properties (two invariant points) appear on am-
plitude-frequency characteristic of relative parameter in case of kinematic vibro-loading. This fact is used for 
optimization of damping level in order to minimize the resonance amplitude. The range of low-frequency vibra-
tion isolation is not less than the range of conservative oscillating system. Its size depends on damping and stiff-
ness of elastic elements, so the choice of these values is associated with the achievement of compromise between 
limitation of the range of resonance oscillations and providing of the low-frequency vibration isolation of the 
required quality. 

Vibration safety, rheological models, relaxation damping, dynamic, frequency and resonant responses, 
optimum damping. 
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