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Сформулирована и решена задача планирования на этапе освоения нового изделия при динамиче-

ском снижении трудоёмкости. Проблема рассматривается как задача оптимального управления дискрет-
ной системой. Получено численное решение с помощью метода динамического программирования Бел-
лмана. 

 
Освоение нового изделия, динамическое снижение трудоёмкости, оптимальные объёмы произ-

водства, динамическое программирование Беллмана. 
 

Введение 
Начальным этапом производства но-

вой продукции является этап освоения, в 
течение которого обеспечивается дости-
жение планового объёма производства в 
единицу времени. На этом этапе совер-
шенствуется технологический процесс, 
налаживаются кооперированные и произ-
водственные связи, закрепляются специ-
альные знания и навыки работы, происхо-
дит процесс обучения рабочих и мене-
джеров. Отличительной особенностью 
этапа освоения новой продукции является 
динамический характер экономических 
показателей производства. Нормы расхода 
материальных и трудовых ресурсов, поте-
ри от брака снижаются, скорость и каче-
ство работы рабочих, специалистов и ме-
неджеров возрастают [1]-[4]. В результате 
по мере нарастания объёма выпуска про-
дукции происходит снижение трудоёмко-
сти. 

Динамическое снижение трудоёмко-
сти на этапе освоения продукции делает 
актуальной задачу планирования произ-
водства промышленного предприятия. За-
дача заключается в поиске оптимального 
распределения объёмов производства по 
временным периодам при заданном вре-
мени и заданном суммарном объёме про-
изводства с целью минимизации трудовых 
затрат за весь период освоения нового из-
делия [5]. Под суммарным объёмом про-

изводства понимается количество изде-
лий, изготовленных с начала освоения но-
вой продукции. 

 
1. Постановка динамической зада-

чи оптимального определения объёмов 
производства на этапе освоения нового 
изделия 

Динамика изменения суммарного 
объёма производства промышленного 
предприятия на этапе освоения нового из-
делия описывается дискретным уравнени-
ем: 

n,t,uxx ttt 11 =+= − , 
где tx  – суммарный объём производства 
за t временной период; t – номер времен-
ного периода; tu  – объём производства в 
периоде t; n – число периодов на этапе 
освоения изделия. 
Известно количество произведённой 

продукции в начальный момент времени: 
00 Xx = . 

В конечный период суммарный объ-
ём произведённой продукции должен 
быть равен заданному: 

RXxn += 0 . 
Объём производства в периоде t не 

может превышать максимальной произ-
водственной мощности оборудования: 

n,t,Qu max
t 1=≤ , 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета                            № 6 (37) 2012 г. 
 

127 
 

где maxQ  – максимальная производствен-
ная мощность оборудования. 

Трудовые затраты в периоде t опре-
деляются как произведение трудоёмкости 
продукции tτ  и объёма производства tu : 

ttt uС τ= . (1) 
Динамика изменения трудоёмкости 

изделия от суммарного объёма производ-
ства описывается степенной зависимо-
стью [2, 3]: 

γτ −= tt ax , (2) 
где а – затраты на производство первого 
изделия, γ  – коэффициент крутизны кри-
вой освоения.  

Из анализа формулы (2) следует, что 
трудоёмкость изделия определяется толь-
ко суммарным объёмом производства.  

Коэффициент крутизны кривой 
освоения характеризует темп снижения 
трудоёмкости изделия. Кривая, построен-
ная на основе формулы (2), называется 
кривой освоения. 

Подставляя выражение (2) в (1), 
можно получить затраты в периоде t: 

tt uaxС γ−=t . 
В качестве критерия принятия 

управленческого решения принимается 
минимизация суммарных трудовых за-
трат: 

min
1

→= ∑
=

−n

t
tt uaxJ γ . 

Таким образом, модель принятия 
решений для руководства предприятия 
запишется в виде: 
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Сформулированная задача (3)-(7) 
является задачей оптимального управле-
ния дискретной системой. Решением 
сформулированной задачи является такое 
оптимальное управление tu , удовлетво-
ряющее ограничению (4), которое перево-
дит дискретную систему (5) из начального 
состояния (6) в конечное состояние (7) и 
обеспечивает минимум критерия опти-
мальности (3).  

 
2. Решение динамической задачи 

оптимального определения объёмов 
производства на этапе освоения нового 
изделия 

Далее конкретизируется разработан-
ная математическая модель (3)-(7) на 
примере освоения нового изделия «Кор-
пус» на предприятии ОАО «Салют». Ди-
намика изменения трудоёмкости изделия 
«Корпус» представлена в табл. 1. 

Для того, чтобы аппроксимировать 
приведённые в табл. 1 данные с помощью 
метода наименьших квадратов [6], необ-
ходимо произвести линеаризацию степен-
ной функции (2): 

)xln()aln()ln( tt γτ −= . (8) 
Произведём замены в формуле (8): 

),ln(Y tτ=  ),aln(A =  ,B γ−=   
).xln(X t=                (9) 

Получим модель, в которой резуль-
тативный признак Y (натуральный лога-
рифм трудоёмкости изделия) связан с 
факторным признаком X  (натуральным 
логарифмом суммарного объёма произ-
водства изделия) линейной зависимостью: 

ε++= BXAY , 
где ε  – случайный компонент.  
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Таблица 1. Динамика изменения трудоёмкости изделия «Корпус» 

Месяц Объём производства, 
шт. 

Объём, нарастающим ито-
гом, шт. Трудоёмкость, н/час. 

Январь 2010 20,0 20,0 10,00 
Февраль 2010 20,0 40,0 9,90 
Март 2010 20,0 60,0 9,80 
Апрель 2010 20,0 80,0 9,70 
Май 2010 20,0 100,0 9,60 
Июнь 2010 20,0 120,0 8,80 
Июль 2010 20,0 140,0 8,80 
Август 2010 20,0 160,0 8,80 
Сентябрь 2010 20,0 180,0 8,60 
Октябрь 2010 20,0 200,0 8,50 
Ноябрь 2010 20,0 220,0 8,40 
Декабрь 2010 20,0 240,0 8,20 
Январь 2011 20,0 260,0 8,00 
Февраль 2011 20,0 280,0 7,80 
Март 2011 20,0 300,0 7,60 
Апрель 2011 20,0 320,0 7,40 
Май 2011 20,0 340,0 7,33 
Июнь 2011 20,0 360,0 7,30 
Июль 2011 20,0 380,0 7,25 
 
Суть метода наименьших квадратов 

заключается в поиске коэффициентов A и 
B , минимизирующих сумму квадратов 
отклонений эмпирических значений Y  от 
расчётных значений XB̂ÂŶ += : 
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где iY  – эмпирическое (фактически 
наблюдаемое) значение трудоёмкости из-
делия в i-ом наблюдении. 

Эмпирические значения трудоёмко-
сти изделия «Корпус» представлены в 
табл. 1. XB̂ÂŶ +=  – расчётное значение 
трудоёмкости изделия. 

С помощью метода наименьших 
квадратов для изделия «Корпус» получе-
ны следующие значения коэффициентов: 

782,Â ≈  и 130,B̂ −= . Эмпирические и 
расчётные значения натурального лога-
рифма трудоёмкости изделия «Корпус» 
представлены на рис. 1. 
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Рис. 1. Эмпирические и расчётные значения натурального логарифма трудоёмкости 

изделия «Корпус» 
 
 

Для оценки качества полученной за-
висимости рассчитывается коэффициент 
детерминации R2: 

850

1

2

1

2

2 ,
)yy(

)yŷ(
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С помощью коэффициента детерми-
нации R2 проверим значимость построен-
ной модели. Для этого выдвинем основ-
ную и конкурирующую гипотезы: 
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статистика: 
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имеет распределение Фишера с k1=m и 
k2=n-m-1 числами степеней свободы, где 
m – число переменных в регрессионной 
модели, а n – объём выборки. 

Основная гипотеза проверяется с 
помощью табличного значения F-
критерия Фишера. Если наблюдаемое зна-
чение больше табличного, то основная 
гипотеза отвергается при заданном уровне 
значимости α, принимается конкурирую-
щая гипотеза и, следовательно, построен-
ная регрессионная модель значима [7]. В 
противном случае принимается основная 
гипотеза и построенная регрессионная 
модель незначима. 

При уровне значимости 01,0=α  
получены следующие значения F-
критерия Фишера: 

100,2
8501

219850
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−
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8,4171010 ≈);;,(Fкр . 
Так как наблюдаемое значение кри-

терия Фишера больше табличного 
крнабл FF > , то основная гипотеза о незна-

чимости полученной регрессионной мо-
дели отвергается, и построенная регрес-
сионная модель значима. 
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С учётом (9) находятся параметры 
эконометрической модели (2) для трудо-
ёмкости изделия «Корпус» 

16,082,78 ≈= ea , 130,B̂ ≈=γ . Таким об-
разом, динамика изменения трудоёмкости 
изделия «Корпус» от суммарного объёма 
производства описывается следующей 
эконометрической моделью: 

13016,08 ,
tt x −=τ . (10) 

С учётом (10) критерий принятия 
управленческого решения запишется в 
виде: 

.min08,16
1

13,0 →= ∑
=

−n

t
tt uxJ  

 (11) 
Для решения сформулированной зада-

чи (3)-(7), (11) применяется метод дина-
мического программирования Беллмана 
[8]. С использованием данного метода по-
ставленная задача решена для следующих 
данных: суммарный объём производства 

изделия «Корпус» за год R=240 комплек-
тов, количество временных периодов n = 
12, 10 =x , максимальная производствен-
ная мощность 40max =Q  комплектов, объ-
ём производства в каждый период должен 
быть кратен 10. 

Оптимальная траектория суммарного 
объёма производства изделия «Корпус» 
приведена на рис. 2. Минимальные сум-
марные трудовые затраты для оптималь-
ной траектории составили 2261,63 н/ч. 
Суммарные трудовые затраты при равно-
мерном производстве равны 2305,17 н/ч. 

Из анализа рис. 2 видно, что опти-
мальной стратегией являются небольшие 
объёмы производства в начальные перио-
ды, а затем по мере уменьшения трудоём-
кости изделия – увеличение объёмов про-
изводства в последних временных перио-
дах. 

 
 

 
 

Рис. 2. Оптимальная траектория суммарного объёма производства изделия «Корпус» 
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Заключение 
Представлена математическая мо-

дель принятия оптимального решения по 
определению объёмов производства на 
этапе освоения нового изделия, характе-
ризующегося динамическим снижением 
трудоёмкости. Проблема формулируется 
как задача оптимального управления дис-
кретной системой. Задача заключается в 
поиске оптимального распределения объ-
ёмов производства по временным перио-
дам при заданном времени и заданном 
суммарном объёме производства с целью 
минимизации затрат за весь период осво-
ения нового изделия. 

На примере предприятия ОАО «Са-
лют» построена эконометрическая модель 
трудоёмкости нового изделия «Корпус». С 
помощью динамического программирова-
ния Беллмана найдено оптимальное рас-
пределение объёмов производства изде-
лия «Корпус» по временным периодам. 

В результате исследования сделан 
следующий вывод: оптимальной страте-
гией является постепенное увеличение 
объёмов производства в более поздние 
временные периоды по мере снижения 
трудоёмкости изделия. 
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