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Исследуются системы массового обслуживания (СМО) торгового предприятия в условиях неста-

ционарности. Изложены результаты анализа влияния закона распределения входного потока заявок на 
статистические характеристики выходных параметров системы, а именно на прибыль и на очередь СМО. 

 
Система массового обслуживания, нестационарность, закон распределения, очередь, прибыль, 

торговое предприятие. 
 

Эффективным методом решения за-
дач теории массового обслуживания, как 
и многих других, не имеющих аналитиче-
ского решения, является метод статисти-
ческого моделирования, предусматрива-
ющий имитацию на ЭВМ процессов, про-
текающих в исследуемой системе. Мате-
матическое описание процесса в этом 
случае, как правило, задается описанием 
алгоритма процедуры расчёта. Модели-
рующий алгоритм многократно воспроиз-
водит изучаемый случайный процесс, 
накапливает сведения о его динамике и 
после обработки обеспечивает оценку по-
казателей работы системы [1]. 

Известные аналитические решения 
задач массового обслуживания, широко 
используемые на практике, описывают 
стационарный период работы системы и 
построены исключительно с использова-
нием пуассоновского потока событий. 
Необходимость анализа вида закона рас-
пределения входного потока заявок и 
продолжительности переходных периодов 
во многих случаях определяется тем, что 
последние могут составлять существен-
ную часть рабочего периода системы, а 
закон распределения входного потока за-
явок может оказывать существенное вли-
яние на статистические характеристики 
выходных параметров системы массового 
обслуживания. Поэтому, не учитывая пе-
риод нестационарности и влияние вида 

закона распределения входного потока 
заявок, невозможно оптимизировать ра-
бочие характеристики системы в целом. 

Как следствие, актуальность данной 
темы исследования обусловлена необхо-
димостью разработки инструментальных 
средств моделирования, анализа и опти-
мизации нестационарных систем массово-
го обслуживания, обеспечивающих по-
вышение их эффективности с учётом ре-
альных условий функционирования. 

В качестве объекта исследования 
далее рассматривается торговое предпри-
ятие – магазин самообслуживания. Изуче-
ние системы массового обслуживания 
начинается с анализа входящего потока 
требований. Входящий поток требований 
представляет собой совокупность заявок, 
которые поступают в систему и нуждают-
ся в обслуживании. Входящий поток тре-
бований изучается с целью выявления его 
закономерностей и дальнейшего улучше-
ния качества обслуживания [2]. 

В теории массового обслуживания, 
как правило, определяется, что заявки по-
ступают в систему согласно экспоненци-
альному закону с интенсивностью вход-
ного потока заявок λ, не зависящей от 
времени t. Промежуток времени между 
поступлениями заявок ξ  есть непрерыв-
ная случайная величина, имеющая показа-
тельное распределение с параметром 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета                            № 6 (37) 2012 г. 
 

103 
 

0>λ . ξ  принимает только неотрицатель-
ные значения, а её плотность )(xfξ  и 
функция распределения )(xFξ  имеют вид: 
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где λ  – интенсивность входного потока, 
чел/ч. 

λξ
1

=M , (3) 

где ξM  – математическое ожидание слу-
чайной величины ξ . 

2

1
λξ =D , (4) 

где ξD  – дисперсия случайной величины 
ξ . 

ξ

λ
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На практике интенсивность входно-
го потока торгового предприятия не явля-
ется постоянной величиной, а меняется в 
течение дня, недели, месяца. Эти измене-
ния связаны с периодом поступления де-
нежных средств, например получение за-
работной платы, а в течение года - с се-
зонными колебаниями [3]. В данной рабо-
те рассмотрены изменения интенсивности 
в течение дня и её зависимость от дня не-
дели. 

Для исследования интенсивности 
входного потока собрана статистическая 
информация, отражающая изменение ин-
тенсивности потока покупателей в тече-
ние дня Nyyy ,,, 21 K  и по дням недели для 
конкретного торгового предприятия. Вре-
мя изменяется от 0 до 24 часов: 

Nxxx ,,, 21 K , 25=N . 
Аппроксимация полученных стати-

стических данных осуществляется при 
помощи интерполяционного кубического 
сплайна S(x) кусочно-полиномиальной 
формы с заданием краевых условий, т.е. 
на каждом участке ],[ 1+jj xx  с номером j 

приближающая функция S(x) представля-
ется в виде полинома: 
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Краевые условия заключаются в 
условии периодичности, т.е. в совпадении 
значений первой и второй производных на 
границах промежутка ],[ 1 Nxx . 

Построение сплайна сводится к 
определению множества коэффициентов 

j
ia  посредством решения систем линей-

ных уравнений. Интерполяционный 
сплайн S(x) строится таким образом, что-
бы для таблично заданной функции y вы-
полнялось условие интерполяции [4]: 

NixyxS ii ,,1),()( K== . 
Для получения зависимости интен-

сивности входного потока от времени при 
определённой средней интенсивности λ  
необходимо полученный сплайн S(x) 
умножить на требуемую среднюю интен-
сивность и поделить его на среднее значе-
ние самого сплайна )(xS . Вся процедура 
аппроксимации реализуется с помощью 
программы «Оптимизация деятельности 
торгового предприятия» [5] в среде Matlab 
7.12. 

При моделировании СМО торгового 
предприятия также следует учитывать 
влияние вида закона распределения вход-
ного потока заявок на статистические ха-
рактеристики выходных параметров си-
стемы. Так как главным критерием рента-
бельности СМО торгового предприятия 
является прибыль [6], то, в первую оче-
редь, необходимо рассматривать влияние 
вида закона распределения входного по-
тока заявок именно на прибыль. Для ана-
лиза данного влияния исследуются стати-
стические функции распределения при-
были для различных законов и при раз-
личных интенсивностях входного потока 
покупателей.  

В дополнение к экспоненциальному 
закону, описанному выше (1 - 4), далее 
рассматриваются характеристики закона 
Пуассона, нормального и равномерного 
законов. Если законом распределения 
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входного потока является закон Пуассона, 
то промежуток времени между поступле-
ниями заявок ξ  – непрерывная случайная 
величина и имеет распределение Пуассо-
на с параметром 0>λ . ξ  принимает 
только неотрицательные значения, а её 
плотность )(xfξ  и функция распределе-
ния )(xFξ  имеют вид: 
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где λ  – интенсивность входного потока, 
чел/час. 

λξ =M , (9) 
где ξM  – математическое ожидание слу-
чайной величины ξ . 

λξ =D , (10) 
где ξD  

– дисперсия случайной величины 
ξ . 

Если входной поток имеет нормаль-
ное распределение, то промежуток време-
ни между поступлениями заявок ξ  – не-
прерывная случайная величина, распреде-
лённая согласно нормальному закону с 
параметрами ξM  и ξσ . Плотность )(xfξ  
и функция распределения )(xFξ  случай-
ной величины ξ  имеют вид: 
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где ξM  – математическое ожидание слу-
чайной величины ξ , ξσ  – среднеквадра-
тическое отклонение случайной величины 
ξ . 

2
ξξ σ=D , (13) 

где ξD  – дисперсия случайной величины 
ξ . 

Если закон распределения входного 
потока равномерный, то промежуток вре-
мени между поступлениями заявок ξ  – 
непрерывная случайная величина, которая 
имеет равномерное распределение на от-
резке ],[ ξξ ba . ξa  и ξb  для торгового 
предприятия – это соответственно время 
открытия и время закрытия магазина в 
течение дня. Плотность )(xfξ  и функция 
распределения )(xFξ  случайной величи-
ны ξ  имеют вид: 
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где ξM  – математическое ожидание слу-
чайной величины ξ . 
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где ξD  – дисперсия случайной величины 
ξ . 

Следует отметить, что для любого 
вида закона распределения входного по-
тока и время обслуживания заявки ψ  , и 
максимальное время ожидания заявки в 
очереди θ  – непрерывные случайные ве-
личины с параметром 0>µ  и 0>ν  соот-
ветственно, которые имеют распределе-
ние, аналогичное распределению времени 
поступления заявок ξ . Для получения 
функции распределения прибыли торго-
вого предприятия необходимо провести 
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определённое количество численных экс-
периментов, чтобы обеспечить нужную 
точность результатов. Предполагая, что 
закон распределения прибыли торгового 
предприятия близок к нормальному, вос-
пользуемся методикой определения объё-
ма выборки n, описанной в [7]. 

1)1( 2 +−= χεn , (18) 
где n – объём выборки; ε – относительная 
погрешность; χ2 – критерий Пирсона. 

Значения 2χ  берутся по таблицам 
Пирсона в зависимости от )1( −= nr  и 

2
1

1
β−

=p , где β – доверительная вероят-

ность. Предлагается принять β=0,95, 
ε=0,05. 

Функция распределения прибыли 
торгового предприятия имеет вид: 

2

2

2
)(

22
1)( σ

µ

πσ

−
−

=
x

exf , (19) 

где µ – математическое ожидание прибы-
ли; σ – среднеквадратическое отклонение 
прибыли. Математическое ожидание схо-
дится быстрее, чем дисперсия, следова-
тельно, определять требуемый объём вы-
борки предлагается по дисперсии. По-
скольку методика определения необходи-
мого объёма выборки n по дисперсии [7] 
не зависит от закона распределения вход-
ных параметров, то рассчитанное число 
экспериментов также не будет зависеть от 
изменения законов распределения вход-
ных параметров СМО торгового предпри-
ятия. Чтобы получить требуемую точ-
ность, объём выборки n должен быть не 
меньше 3000. Для построения статистиче-
ских функций распределения прибыли 
используется три уровня средней интен-
сивности входного потока λ : низкий, 
средний и высокий. Низкий уровень λ  
соответствует 10%-му значению коэффи-
циента загрузки одной кассы, средний 
уровень λ

 
– 50%-му, высокий уровень λ  

– 120%-му. Коэффициент загрузки Kз вы-
числяется по формуле [8]: 

%100⋅
⋅

=
µ

λ
n

K з , (20) 

где λ  – средняя интенсивность входного 
потока заявок, µ  – средняя интенсивность 
потока обслуживания заявок, n – количе-
ство обслуживающих элементов (касс). 

Проведя численные эксперименты n 
раз, получаем следующие статистические 
функции распределения прибыли торго-
вого предприятия для различных законов 
распределения входного потока при раз-
личных λ  (рис. 1 - 3). Как только СМО 
начинает «забиваться» заявками влияние 
закона распределения входного потока на 
выходные характеристики системы стано-
вится максимальным. С ростом значения 
коэффициента загрузки (20) математиче-
ские ожидания прибыли, полученные при 
разных законах и одинаковых интенсив-
ностях входного потока, существенно от-
личаются. Кривые функций распределе-
ния прибыли не пересекаются в одной 
точке при вероятности, равной 0,5 (рис. 2, 
3). К такому же результату приводит из-
менение (увеличение) дисперсии в пара-
метрах законов распределения входного 
потока заявок. 

В законе Пуассона (7 - 10) и в экспо-
ненциальном законе (1 - 4) задаётся толь-
ко математическое ожидание, т.к. они яв-
ляются однопараметрическими и поэтому 
для них невозможно задать дисперсию. 
Равномерный (14 - 17) и нормальный (11 - 
13) законы являются двухпараметриче-
скими, в них задаётся математическое 
ожидание и дисперсия и поэтому встаёт 
вопрос о величине дисперсии. Оценивать 
влияние дисперсии входных параметров 
закона распределения входного потока 
заявок будем по коэффициенту вариации 
этих параметров при условии, что изме-
нение значения коэффициента вариации 
осуществляется только за счёт изменения 
значения дисперсии. Коэффициент вариа-
ции V представляет собой относительную 
меру рассеивания, выраженную в процен-
тах [9]: 

%100⋅=
µ
σV , (21) 

где σ – среднее квадратичное отклонение; 
µ – математическое ожидание.  
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Рис. 1. График статистических функций распределения прибыли торгового предприятия  
для различных законов распределения входного потока при низкой λ  
(все законы кроме экспоненциального дают одинаковые результаты) 

 
 

 
 

Рис. 2. График статистических функций распределения прибыли торгового предприятия  
для различных законов распределения входного потока при средней λ  

(нормальный и равномерный законы дают одинаковые результаты) 
 
 

На рис. 4 представлен график стати-
стических функций распределения при-
были торгового предприятия для различ-
ных законов распределения входного по-
тока при низкой λ  и при коэффициенте 
вариации входных параметров нормаль-
ного и равномерного законов, равном 1. 
На рис. 1 представлен аналогичный гра-
фик, но коэффициент вариации входных 

параметров нормального и равномерного 
законов равен 0,1. Сравнение рис. 4 и 1 
позволяет сделать вывод: чем больше ко-
эффициент вариации для входных пара-
метров закона распределения входного 
потока, тем сильнее отличаются матема-
тические ожидания прибыли, полученные 
для разных законов входного потока при 
одинаковых λ . 
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Рис. 3. График статистических функций распределения прибыли торгового предприятия  

для различных законов распределения входного потока при высокой λ  
(нормальный и равномерный законы дают одинаковые результаты) 

 
 

 
Рис. 4. График статистических функций распределения прибыли торгового предприятия  

для различных законов распределения входного потока при низкой λ , 1=V  
 
 

Экспоненциальный закон даёт 
наибольшее рассеивание выходных дан-
ных (прибыли) при любых значениях ин-
тенсивности входного потока, т.к. кривые 
статистических функций распределения 
прибыли, полученные при экспоненци-
альном законе входного потока заявок, 
имеют наибольший наклон (рис. 1 - 3). 

Дисперсия функции распределения 
прибыли - это мера рассеивания, показы-

вающая степень неопределённости СМО 
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данным (рис. 1 - 3), нормальный и равно-
мерный законы входного потока заявок 
обеспечивают наиболее стабильный ре-
зультат получения прибыли. Немаловаж-
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торгового предприятия оказывает вид за-
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т.е. растёт значение коэффициента загруз-
ки (20), то темп роста очереди резко уве-
личивается (угол наклона графика очере-
ди к оси абсцисс резко увеличивается) для 
всех видов закона распределения входно-
го потока (рис. 5). Однако при экспонен-
циальном законе распределения входного 
потока темп роста очереди увеличивается 
медленнее, чем при остальных законах. 

Только при одном значении коэф-
фициента загрузки %40=зK  кривые 
функций распределения очереди для всех 

законов входного потока пересекаются в 
одной точке с вероятностью 0,5 (рис. 6).  

При значениях %40<зK  экспонен-
циальный закон входного потока выдаёт 
значения длины очереди большие, чем 
остальные законы (рис. 7), а при 

%40>зK  – существенно меньшие, чем 
остальные (рис. 8). 

Начиная со значения %40=зK  зна-
чение темпа роста очереди резко увеличи-
вается (рис. 5).  

 
Рис. 5. Динамика очереди для различных законов распределения входного потока  

(нормальный и равномерный законы дают одинаковые результаты) 
 
 

 
Рис. 6. График статистических функций распределения очереди торгового предприятия  

для различных законов распределения входного потока при %40=зK   
(нормальный и равномерный законы дают одинаковые результаты) 
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Рис. 7. График статистических функций распределения очереди торгового предприятия  

для различных законов распределения входного потока при %10=зK   
(все законы кроме экспоненциального дают одинаковые результаты) 

 
 

 
 

Рис. 8. График статистических функций распределения очереди торгового предприятия  
для различных законов распределения входного потока при %60=зK   
(нормальный и равномерный законы дают одинаковые результаты) 

 
 

Заключение 
Выявлены особенности использова-

ния различных законов распределения 
входного потока заявок системы массово-
го обслуживания в плане влияния на ста-
тистические характеристики распределе-
ния длины очередей и прибыли торгового 
предприятия.  
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