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Представлена математическая модель для определения рациональных условий обработки при концевом 
фрезеровании, состоящая из линейной целевой функции и линейных ограничений-неравенств. В качестве 
целевой функции использовано уравнение, определяющее машинное время обработки, а в качестве 
ограничений-неравенств � ограничения, связанные c функциональными параметрами и параметрами, 
определяющими качество обработки. 

 
Концевое фрезерование, математическая модель, целевая функция, технические ограничения, 

рациональные условия обработки. 
 

Для решения задачи научно-
обоснованного определения рациональных 
условий обработки на операциях чистового  
фрезерования концевыми фрезами 
необходимо выбрать целевую функцию, 
технические ограничения и на их базе 
разработать математическую модель, 
позволяющую получить рациональные 
режимы резания при различных вариантах 
управляемых параметров. 

Чаще всего при определении 
рациональных условий резания 
(характеристики инструмента и его 
геометрии, режима резания, СОТС и т.д.) 
при обработке заготовок на металлорежущих 
станках в качестве целевой функции 
принимается себестоимость операции, 
которая может быть определена по формуле, 
приведенной, например, в работе [2].  

При проектировании 
технологического процесса изготовления 
детали большое значение имеет правильный 
выбор периода стойкости режущего 
инструмента для каждой операции. В 
зависимости от конкретных условий и задач 
производства могут использоваться 
различные периоды стойкости: maxT - 
максимальный период стойкости, мин; оптT  - 
период стойкости, соответствующий 
оптимальной скорости резания, мин; экT  - 
экономический период стойкости, 

соответствующий минимальной 
себестоимости операции; прнT  .  - период 
стойкости, соответствующий наибольшей 
(максимальной) производительности. В 
условиях производства наиболее часто 
используют экономический период 
стойкости и период стойкости, 
соответствующий наибольшей  
производительности: 
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где m  - показатель относительной стойкости 
инструмента. 

Работа с максимальной 
производительностью, как правило, не 
соответствует минимальной себестоимости 
обработки. В связи с этим определение 
рационального режима резания должно 
основываться на экономическом периоде 
стойкости. Обработка заготовок на режимах, 
соответствующих наибольшей 
производительности, в условиях 
производства ведется лишь в случаях 
крайней необходимости, когда требуется, не 
считаясь с затратами, изготовить 
максимально возможное количество деталей. 
Режимы резания, рассчитанные с 
использованием экономических периодов 
стойкости инструментов и обеспечивающие 
наименьшее время обработки, будут 
одновременно и наиболее экономичными [4]. 
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Поэтому в качестве целевой функции при 
фрезеровании целесообразно использовать 
уравнение, определяющее машинное время 
обработки. 

Уравнение целевой функции при 
однопроходном фрезеровании концевыми 
фрезами будет иметь вид 

zSn
L

S
Lf

zфм
т  ,                (1) 

где  L  - длина рабочего хода фрезы, мм; фn  - 
частота вращения фрезы, об/мин; мS  - 
минутная подача, мм/мин; zS  - продольная 
подача, мм/зуб; z  - число зубьев фрезы. 

В свою очередь  
21 lllL m  , 

где тl  - длина пути фрезы в направлении 
подачи, мм; 1l  - путь врезания фрезы, мм; 2l  
- перебег фрезы, мм. 

Путь врезания фрезы при концевом 
фрезеровании составляет [1] 

sin5,01 фDl  , 
где фD  - диаметр концевой фрезы, мм; 

 фф Dt21arccos  ; фt - глубина 
фрезерования, мм. 

Величина перебега фрезы обычно не 
превышает 1…5 мм. 

Ограничение, связанное с режущими 
свойствами инструмента 

Скорость  резания при концевом 
фрезеровании определяется из условия 
полного использования режущих свойств 
инструмента на основании неравенства: 

т  ,                         (2) 
где    -  скорость резания, м/мин; т  - 
максимально допустимая скорость резания 
при заданной стойкости концевой фрезы, 
м/мин. 

Подставив значения   и т , 

определяемые по формулам 
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решая его относительно фzф tSn , получим 
первое техническое ограничение:       
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где С  - коэффициент, характеризующий 
условия обработки; T  - заданный период 
стойкости фрезы, мин; B - ширина 
фрезерования, мм; ,y ,x  ,m   p ,u ,q  - 
показатели степени, характеризующие 
соответственно влияние z  ,B ,D ,S ,t  ,T фzф  
на скорость резания. 

В неравенстве (3) и последующих 
технических ограничениях для удобства 
вычислений принято вместо zz SS 100 , а 
вместо фф tt  100 , с соответствующими 
поправками в правой части. 

Ограничение, связанное с 
мощностью станка 

При фрезеровании заготовок, как и 
при других видах механической обработки, 
проводимой на металлорежущих станках, 
необходимо, чтобы эффективная мощность 

эфN  не превышала мощности, подводимой к 
шпинделю станка, то есть выполнялось 
условие [5]: 

шпэф NN 2,1 ,                 (4) 
где эфN - эффективная мощность, кВт; шпN  - 
мощность, подводимая к шпинделю станка, 
кВт. 

Для определения эффективной 
мощности при концевом фрезеровании за 
основу могут быть использованы  формулы, 
приведенные в [1, 3]. Эти формулы  можно 
представить в общем виде: 
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где NC  - коэффициент, характеризующий 
условия обработки при фрезеровании 
концевыми фрезами, для которых была 
получена вышеприведенная эмпирическая 

зависимость; 
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поправочные коэффициенты, учитывающие 
соответственно влияние прочности 
обрабатываемого материала и величины 
переднего угла на эффективную мощность 
резания; ,xN  ,yN  ,qN  Nz  - показатели 
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степени,  характеризующие соответственно 
влияние ,tф  ,S z  ,nф  фD  на мощность.    

Подставим в неравенство (4) 
выражение (5) и эдшп NN  . После решения 
неравенства относительно фzф tSn  второе 
техническое ограничение получим в 
следующем виде: 
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где  эдN  - мощность электродвигателя 
механизма главного движения станка, кВт; 
  -  КПД кинематической цепи механизма 
главного движения. 

Обобщенное ограничение, 
учитывающее марку обрабатываемого и 
инструментального материалов, 
жесткость упругой системы, 
шероховатость обработанной и форму 
обрабатываемой поверхностей 

При концевом фрезеровании 
различных групп материалов величина 
подачи, приходящаяся на один зуб фрезы, не 
должна превышать значения, определяемого 
из неравенства: 
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где SС  - коэффициент,  характеризующий   
уровень   подачи;   1Sk   -  коэффициент, 
учитывающий жесткость упругой 
технологической системы; 2Sk  - 
коэффициент, учитывающий 
инструментальный материал; 3Sk  - 
коэффициент, учитывающий шероховатость 
обработанной поверхности; 4Sk  - 
коэффициент, учитывающий форму 
обрабатываемой поверхности; Sx , Sq , Su  - 
показатели степени, характеризующие 
соответственно влияние BDt фф ,,  на 
величину подачи. 

После решения (7) относительно 
фz tS   ,  третье техническое ограничение будет 

иметь вид: 
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Ограничение, связанное с 
температурой резания при фрезеровании 

При  чистовом  концевом  
фрезеровании температура в зоне резания, а 
также время нагрева и охлаждения могут 
быть достаточными для того, чтобы в 
поверхностном слое произошли структурные 
и фазовые превращения. В связи с этим 
необходимо, чтобы температура в зоне 
контакта фрезы с заготовкой не превышала 
критических значений, то есть выполнялось 
условие: 

кр  ,                         (9) 
где   - температура в зоне резания, оС; кр - 
критическая температура в зоне резания, оС. 

Температура в зоне резания при 
фрезеровании заготовок концевыми фрезами 
может быть определена по эмпирической 
зависимости: 
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где С  - коэффициент, отражающий влияние 
условий обработки на температуру в зоне 
резания при фрезеровании;  zyux ,, ,  - 
показатели степени, характеризующие  
интенсивность  влияния  соответственно  фt , 
B , zS   и    на величину температуры 
резания. 

Подставив зависимость (10) и 
формулу для расчета скорости резания в 
неравенство (9) и решив его относительно 

фzф tSn , получим четвертое техническое 
ограничение:  
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Ограничения, связанные с 
кинематическими возможностями 
станка, используемого для фрезерования 

При обработке заготовки частота  
вращения концевой фрезы и минутная 
подача стола станка должны быть 
ограничены наибольшим и наименьшим 
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числом оборотов шпинделя и наибольшей и 
наименьшей подачами, приведенными в 
паспорте станка. Тогда технические 
ограничения, обусловленные 
кинематическими возможностями станка, 
будут иметь вид: 

- пятое техническое ограничение 
min стф nn  ,                (12) 

где min стn  - минимальная частота вращения 
шпинделя станка, об/мин; 

- шестое техническое ограничение                                          
max стф nn  ,                 (13) 

где  max стn  - максимальная частота вращения 
шпинделя станка, об/мин; 

- седьмое техническое ограничение 
 ,min  .стмм SS   

где  min  .стмS - минимальная минутная подача 
станка, мм/мин. Учитывая, что zSnS zфм  , в 
окончательном виде седьмое ограничение 
будет иметь вид: 

 
z

SSn стм
zф

min  .100100  ;          (14)    

- восьмое техническое ограничение 
 SS max ст .мм  ; 

 
z

SSn стм
zф

max  .100100  ,          (15) 

где  max  .стмS - максимальная минутная 
подача станка, мм/мин. 

Ограничения, связанные с глубиной 
резания 

При концевом фрезеровании глубина 
резания фt  не может быть меньше некоторой 
определенной для каждого инструмента и 
обрабатываемого материала величины min.фt . 
С другой стороны глубина резания не может 
быть больше max.фt , которая равна диаметру 
фрезы. Тогда технические ограничения, 
обусловленные глубиной резания, будут 
иметь вид 

- девятое техническое ограничение 
min.100100 фф tt  ;              (16) 

- десятое техническое ограничение 
max.100100 фф tt  .              (17) 

Ограничения, связанные с 
результатами исследования кинетики 
тепловых процессов  

Возникновение структурных и 
фазовых превращений в поверхностном слое 
заготовок связано не только с температурой 
в зоне резания, но также со скоростью его 
нагрева и в большей степени со скоростью 
охлаждения.  

При фрезеровании скорость 
охлаждения заготовок зависит от скорости 
подачи СОЖ в зону резания и от скорости 
резания. Увеличение скорости резания  на 
операциях фрезерования, во-первых, 
приводит к повышению температуры в зоне 
резания за счет увеличения общего 
тепловыделения zPQ  , во-вторых, как 
правило, к небольшому уменьшению 
главной составляющей силы резания zP  и, в-
третьих, к росту скорости охлаждения. 

При постоянной скорости подачи 
СОЖ  в зону резания ограничения, 
обусловленные результатами исследования 
кинетики тепловых процессов, основаны на 
использовании диаграмм, связывающих 
метастабильные диаграммы состояния 
материалов со скоростью резания [6]. Исходя  
из  этих  диаграмм,  производительная 
обработка материалов при гарантированном 
отсутствии структурных и фазовых 
изменений в поверхностном слое возможна в 
том случае, если выполняются условия: 

наим.пр  ;                (18) 

наиб.пр  ,                (19) 
где наим.пр  - наименьшая предельная 
допустимая скорость резания, м/мин; наиб.пр  
- наибольшая предельная допустимая 
скорость резания. 

Наименьшая предельная допустимая 
скорость резания при чистовом 
фрезеровании связана с требованиями, 
предъявляемыми к производительности и 
качеству обработки, а наибольшая 
предельная допустимая скорость резания 
обусловлена требованиями, предъявляемыми 
к себестоимости обработки. 

Решив неравенства (18) и (19) 
относительно фn , предварительно 

представив в них  , как 
1000

nD фф
, получим 

шестое и седьмое технические ограничения: 
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ф

наим.пр
ф D

1000
n




 ;                (20)  

ф

наиб.пр
ф D

1000
n




 .                (21) 

Выбранные и описанные выше 
технические ограничения, отражающие с 
определенной степенью точности 
физический процесс резания в совокупности 
с целевой функцией, позволяют построить 
математическую модель для определения 
рациональных условий обработки. 

Преобразуем полученные выше 
неравенства, связывающие технические 
ограничения с элементами режима резания, а 
также целевую функцию в линейные 
ограничения-неравенства и линейную 
целевую функцию. Решение полученной 
системы линейных уравнений при заданных 
определяющих и управляемых параметрах 
позволит на стадии проектирования 
технологического процесса определить 
рациональные условия обработки для 
операций чистового концевого фрезерования 
и гарантированно обеспечивать при этом 
заданное значение конструктивных 
параметров. Для получения системы 
линейных ограничений-неравенств и 
линейной целевой функции, моделирующих 
процессы концевого фрезерования заготовок, 
прологарифмируем зависимости (3), (6), (8), 
(11)-(17), (20), (21) и (1), которые после 
введения обозначений будут иметь вид:  
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где фnx ln1  ;  zSx 100ln2  ;  фtx  100ln3  ; 
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z
LAс 100lnln0 . 

Полученная система линейных 
ограничений-неравенств (22) и линейная 
функция 0f  представляют собой 
математическую модель для определения 
рациональных режимов резания при 
фрезеровании заготовок концевыми фрезами 
на чистовых операциях. 

Решение задачи может быть 
упрощено за счет приведения системы (22) с 
тремя неизвестными к системе с двумя 
неизвестными, в результате чего 
аналитическое и графическое решение 
задачи осуществляется в двумерном 
пространстве. Для проведения 
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преобразований выразим 1x  из ограничения-
неравенства, связанного с режущими 
свойствами инструмента, которые в 
значительной мере определяются его 
стойкостью: 

,3211 xxxybx    
и подставим его значение во все остальные 
неравенства системы (22). При фрезеровании 
ограничение, связанное с режущими 
свойствами инструмента, является одним из 
основных ограничений. В результате 
получим новую систему, содержащую два 
неизвестных 2x  и 3x : 
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    .1 32100 xxxybcf    
 

Так как в условиях конкретной задачи 
10 bс   является величиной постоянной, то 

целевая функция 0f  достигнет наименьшего  
значения в том случае, когда неизвестное 2x  
примет максимально ( )1( y  - 
отрицательная величина), а 3x  - минимально 
допустимые значения, удовлетворяющие  
системе ограничений (23). 

Таким образом, получена 
математическая модель, позволяющая 

определить наивыгоднейшие условия 
обработки на чистовых операциях концевого 
фрезерования заготовок. 
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The mathematical model is submitted for definition of rational conditions of processing at the end-milling, 
consisting of linear objective function and linear restrictions – inequalities. As objective function the equation 
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determining machine time of processing is used, and as restrictions – inequalities, the restrictions connected in 
functional parameters and parameters, determining quality of processing.  
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