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Решена задача о построении асимптотически устойчивых произвольных плоских программных 
движений для вертолёта с грузом на тросе. Программное и стабилизирующее управления получены в виде 
точного аналитического решения в классе непрерывных функций. Задача решена на основе прямого метода 
Ляпунова теории устойчивости с использованием функций Ляпунова со знакопостоянными производными.  
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Введение 
Задачи по реализации управляемых 

пространственных движений механической 
системы имеют важное прикладное значение 
и широко рассматриваются во многих 
работах, например [1-6]. В данной работе 
ставится и решается задача об определении 
управлений, реализующих и 
стабилизирующих произвольно заданные 
плоские программные движения вертолёта с 
грузом на тросе постоянной длины. Решение 
проводится построением активного 
управления, приложенного к системе тел и 
представляющего собой совокупность 
программного управления и 
стабилизирующего управления, 
осуществляемого по принципу обратной 
связи. Исследование программного 
движения сводится к анализу нулевого 
решения неавтономной системы на основе 
прямого метода Ляпунова [7] с 
использованием метода предельных систем 
[8, 9]. Искомое управление получено в 
замкнутой аналитической форме в классе 
непрерывных функций. 

 
Постановка задачи 
Рассмотрим плоские движения 

вертолёта с грузом, прикрепленным на тросе, 
моделируемого двойным маятником с 
подвижной точкой подвеса. Пусть вертолёт 
имеет массу 1m , а груз – массу 2m . Точки 

2,O O  есть центры масс вертолёта и груза, 
точка 1O  – точка крепления троса к 
вертолёту; 1l  – расстояние от центра масс 

вертолёта до точки крепления троса, 2l  – 
длина троса, постоянная величина. Считаем, 
что трос не деформируется, нерастяжим и 
невесом. Тем самым имеем механическую 
систему – двойной маятник, 
представляющий собой математический 
маятник, закрепленный на твердом теле, 
совершающем плоские вращательные 
движения относительно подвижного центра 
масс.  

Рис. 1. Схема вертолета с грузом 
Пусть O X Y  есть абсолютная 

неподвижная система координат. Движение 
центра масс вертолёта (тела) в плоскости 
O X Y описывается заданным законом: 

 t   вдоль оси O X  и  t   вдоль оси 
O Y .  

Исследуем плоские движения 
описанной механической системы. Поставим 
задачу о реализации управляющими силами, 
прикладываемыми к системе, произвольно 
заданных (программных) движений 
вертолёта и груза и задачу о стабилизации 
этих движений. 
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Программным (желательным 
движением) назовем пару     ,r t r t , где 

 r t  – ограниченная, дважды кусочно-
непрерывная дифференцируемая вектор-
функция, описывающая некоторое заданное 
движение механической системы. 

 
Уравнения движения 
Уравнения движения исследуемой 

системы составим в форме уравнений 
Лагранжа второго рода [10]: 

.d T T Q
dt q q
  

    
  (1) 

Пусть центр масс тела движется в плоскости 

O X Y  со скоростью  ,
T

  , где символ  T  
обозначает транспонирование. Положение 
вертолёта относительно кениговой системы 
координат Oxy  будет характеризоваться 
углом  , а положение троса – углом  , 
отсчитываемым от вертикали. Примем 
данные углы за обобщенные координаты и 
запишем кинетическую энергию системы: 

   
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2
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    

     

    

    


   

     

   

 

где 1I  – момент инерции корпуса вертолёта. 
Представим 2 1 0 ,T T T T    где 

 2
1 ,
2

TT q A t q q    – квадратичная форма 

скоростей q , задаваемая симметричной 
матрицей  ,A t q ;  1 ,TT B t q q   – линейная 

форма скоростей q , определяемая вектором-
столбцом  ,B t q ;  0 0 ,T T t q  – скалярная 
функция. Тогда уравнения (1) запишутся в 
следующем виде: 

0
T

T

TB B BAq M q Q
x x t q

    
          

  ,  (2) 

где через  ,M M q q   обозначен-вектор 
столбец с компонентами, вычисляемыми по 
формуле: 

 
2 2

, 1 , 1

1 ,      1, 2
2

ij kj
i k j k j

j k j kk i

a a
M q q q q i

q q 

 
  

     
. 

Вектор обобщенных сил p sQ Q Q   в 
правой части (2), представляет собой сумму 
программных pQ  и стабилизирующих sQ  
сил. Предполагаем, что движение 
происходит без воздействия внешних 
возмущающих сил. Запишем уравнения 
движения в скалярном виде: 

   
   
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   
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2 2 2 2 2 2

2
2 1 2 2 1 2
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Построение программного и 

стабилизирующего управлений 
Пусть необходимо, чтобы система 

совершала некоторое программное данное 
движение системы       , ,Tr t t t    

      ,Tr t t t       Определим, как и в [6], 
управляющие силы, реализующие это 
движение:

  0, .
T

p T
TB B BQ Ar M r r r

q q t q
    

          
  

Подставив силы в уравнения (2), имеем 
управляемую систему, для которой 
программное движение    ,r t r t  является 
решением, но, вообще говоря, не является 
устойчивым. Исследуем и решим задачу о 
его стабилизации, состоящую в определении 
сил, обеспечивающих асимптотическую 
устойчивость исследуемого движения. 

Введем отклонения  .x q r t   В силу 
линейности замены и линейности оператора 
дифференцирования структура уравнений 
Лагранжа при переходе к уравнениям в 
отклонениях не изменится, и, аналогично 
[11], уравнения возмущенного движения 
примут вид: 
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0 ,

T

T

T

s pT

B BAx M M x Ar
x x

TB B BM r Q Q
x x t q

          
               

  



 (3) 

где через ,M  M   и M   обозначены 
соответственно компоненты квадратичной, 
линейной и нулевой по скоростям векторных 
форм: 
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 
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 

 
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  

 
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 
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   

   

   

     1,2 .

 

Функцию Ляпунова выберем в виде: 

  1 1, ,
2 2

T TV t x x x Cx x Ax    .          (4) 

Функция (4) является определенно-
положительной и имеет производную в силу 
системы (3): 

0

1
2

1 ,
2

T T T
T

T T
T

T T

c

dV A Ax r x x Cx x M
dt t x

B B B Bx M x r
x x x x

TA A Bx r Ar N Q
t t t x

          
                       

              

    

  

  

 

где символом N обозначен вектор-столбец с 
компонентами 

 
2 2

, 1 , 1
,      1, 2 .kj ij

i k j k j
j k j ki k

a a
N x x x x i

x x 

 
  

       

Определим стабилизирующее управление 
равенством: 

0 ,

T

s T

p

B BQ Cx Dx r
x x

TBM Ar Q
t x

  
        

    
 





       (6) 

где матрицы C и D являются ограниченными 
и неисчезающими и выбираются из условий: 

 
   

 

0 1 0 1

0 1 0 1

0 0

,    0 ;

, ,    0 ;

2 ,    0 .

c E C const c E c c const

d E D t q const d E d d const
dAD E const
dt

 

     

     

   

Тогда производная функции (4) имеет 
оценку 

201 0
2 2

TdV Ax D x x
dt t

        
    

и является определенно-отрицательной 
функцией по скоростям. Таким образом, на 
основе теоремы об асимптотической 
устойчивости из [9] имеем асимптотическую 
устойчивость исследуемого программного 
движения. 
Приведем стабилизирующие управления в 
скалярном виде 
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Отметим, что при выборе программного и 
стабилизирующего управлений 
предложенным способом заданные движения 
реализуются при любых законах плоского 
движения  центра масс вертолёта O: 

   ,  t t     . 
Результаты работы развивают и 

обобщают соответствующие результаты из 
[5, 6, 11]. 
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The problem of constructing asymptotically stability arbitrarily given flat program motions of the  helicopter with 

tethered payload is solved. Program control and stabilizing control is done in the form of an exact analytical solution in 
the class of continuous functions. The problem is solved by direct method of Lyapunov stability theory with Lyapunov’s 
functions with constant sign of the derivatives. 
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