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Целью настоящей работы является определение области возможных предельных состояний пла-
стины, имеющей несквозной трещиновидный дефект (царапину), из идеального упругопластичного ма-
териала, находящегося в плоском напряжённом состоянии. Такая задача имеет более общий характер и 
представляет больший практический интерес, чем просто задача о трещине, поскольку в тонкостенных 
конструкциях и оболочках, будь то фюзеляж самолёта или топливные баки ракет и т.п., всегда сущест-
вуют повреждения, возникающие в результате внешних воздействий и в процессе эксплуатации транс-
формирующиеся в царапины. 

В свою очередь, размеры царапины будут в результате действия циклических нагрузок, возни-
кающих при эксплуатации, постепенно увеличиваться (прежде всего по толщине). Естественным обра-
зом возникает задача определения таких предельных размеров этих дефектов, которые при заданном 
уровне эксплуатационных нагрузок могут привести к катастрофическому разрушению всей конструкции. 

 
Тонкостенные элементы, нагрузки, плосконапряжённое состояние, краевая задача, царапина, 

трещина, Дагдейл. 
  
 
Рассмотрим бесконечную пластину 

толщиной h, в которой имеется царапина 
длиной 2l и глубиной a (рис.1). Пластина 
растягивается на бесконечности напряже-
ниями P, при этом выполняется условие 

lh 2<< . 
В этом случае считают, что справед-

лива гипотеза Дагдейла об узких, вытяну-
тых вдоль линии царапины пластических 

законах длиной c – l, в которых действуют 
сжимающие напряжения, равные пределу 
текучести sσ [1]. Распространяя эту гипо-
тезу на всю царапину, будем считать, что 
на всей её длине 2l также действуют сжи-
мающие напряжения, величина которых 
зависит от глубины царапины (рис. 1): 

 
Рис. 1. Схема нагружения берегов царапины с постоянной глубиной 
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При a=0 получаем бездефектную 
пластину, находящуюся в состоянии теку-
чести, а при a=h возникает задача Даг-
дейла для сквозной трещины. 

Исходя из физического смысла зада-
чи, очевидно, что на величину P следует 
наложить следующее ограничение: 
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чтобы при нагружении берега царапины 
не контактировали и не перекрывали друг 
друга. 

Без учёта изменения толщины пла-
стины (утонения) как на самой царапине, 
так и в пластических зонах (линеаризо-
ванная постановка) граничные условия 
для рассматриваемой задачи примут вид 
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Здесь v(x) – смещение берегов цара-

пины и пластических зон.  
Решение этой краевой задачи в клас-

се разрывных решений теории упругости 
можно найти различными методами (ис-
пользованием интегральных уравнений 
различного рода, сведением к задаче со-
пряжения и т.д.). В наиболее удобном ви-
де решение задачи (3) запишется следую-
щим образом [2,3]: 
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Здесь ξ - точка на оси х; 
E

m 2
=  для 

плоского напряжённого состояния; E – 
модуль упругости; 
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Сделаем замену переменных: 
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и перепишем уравнение (4) в виде 
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В этом уравнении параметрами яв-
ляются внешнее усилие P, которое счита-
ется независимым, и величина γ , харак-
теризующая длину пластических зон и 
определяемая из условия плавного смы-
кания их берегов 1,0)(' →= ttv . Поэтому, 
дифференцируя (6) по t , переходя к пре-
делу при 1→t  и опуская промежуточные 
выкладки, получим 
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Подставив (7) в (6), получим окон-
чательно 
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Здесь .
E

sσ
λ =  

Состояние, соответствующее началу 
роста царапины в направлении толщины 
пластины, определяем, используя дефор-
мационный критерий разрушения – кри-
тическое раскрытие трещины, при этом 

,)0( *vv =              (9) 
где v*  - предельное раскрытие берегов ца-
рапины, при котором она распространяет-
ся на всю толщину h в направлении оси z 
в некоторой малой окрестности точки t = 
0. Тогда согласно уравнению (8) получим 
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Определив отсюда величину 0γ , по 
формуле (7) можно вычислить значение 
внешнего усилия P0, соответствующего 
началу процесса роста царапины по тол-
щине. 
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Этот процесс, в зависимости от гео-
метрических параметров царапины и ме-
ханических характеристик материала, 
может развиваться как с увеличением 
внешней нагрузки, так и с её уменьшени-
ем. Но обязательно он приводит к конеч-
ному состоянию, при котором царапина 
трансформируется в сквозную трещину на 
всей своей длине. 

Не проводя детального исследова-
ния процесса роста царапины по толщине, 
делаем сравнительный анализ только на-
чального и конечного состояний, по-
скольку именно эти состояния характери-
зуют несущую способность рассматри-
ваемой пластины выдерживать нагрузку 
без разрушения. 

Параметры начального состояния 
определяются уравнениями (7) и (10). Ус-
ловие разрушения в конечном состоянии, 
аналогичное (9), имеет вид 

*)( vv k =γ .           (11) 
Параметры конечного состояния 

получим из (7) и (8), подставив в них зна-

чения 1=
h
a и kt γ= : 
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Введём следующие обозначения:  
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и параметр 
0P

PP k= , характеризующий со-

стояние пластины с царапиной: при 1<P  
предельным является начальное состоя-
ние, и конечное, если 1>P . 

Будем считать, что критическое зна-
чение раскрытия берегов v* при одном и 
том же материале одинаково как для ца-
рапины, так и для трещины. Тогда 

kvv =0             (13) 

и, задавая значения 
h
a  и 

s

P
σ

0 , из (7) и (10) 

находим v0, а используя (13), по уравне-
ниям (12) определяем соответствующие 

значения 
s

kP
σ

 и P . На рис. 2 представлены 

результаты численных расчётов по этому 
алгоритму. 

Точки пересечения зависимостей 



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

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h
aP с прямой 1=P  определяют те значе-

ния 
h
a , меньше которых предельное со-

стояние определяется по уравнениям (7) и 
(10). При больших значениях 

h
a  необхо-

димо использовать уравнения (12). В обо-
их случаях должно выполняться условие 
(1). 

На рис. 3 представлена зависимость 

s

P
σ

0  от 
h
a  при 1=P , полученная в резуль-

тате перестроения данных на рис. 2, а так-
же показана область допустимых значе-

ний 
h
aP

s

−≥ 10

σ
. Таким образом, если при 

заданном номинальном уровне внешних 

напряжений 
s

P
σ

0  царапина в результате 

циклического изменения этих нагрузок 
при эксплуатации «прорастает» на глуби-

ну 
h
a , то по этим данным можно опреде-

лять, в состоянии А или В находится пла-
стина, и для определения предельных зна-
чений параметров, приводящих к разру-
шению, использовать соответствующие 
зависимости. 

В заключение следует отметить то 
обстоятельство, что в реальных элементах 
конструкции царапины развиваются в 
глубину неравномерно таким образом, что 
изначально прямой фронт царапины ис-
кривляется, и это приводит к изменению 
границы между областями А и В на рис. 3.  

Соответствующая задача для цара-
пины с переменной глубиной рассматри-
вается в работе [4]. 
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Рис. 2. Зависимости параметра P от относительной глубины царапины a/h  

при различных sP σ/0  

 

 
Рис. 3. Области определения предельного состояния пластины с царапиной: 

А – область разрушения, определяемая царапиной;  
В – область разрушения, определяемая трещиной 
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The aim of the paper is to determine the area of possible ultimate states of a plate made of an ideal elas-

toplastic material in a plane taut state, with the plate having a blind fractured defect (a scratch). This problem is 
of a more general character and presents a greater practical interest than just a scratch problem since in thin-
walled constructions and enclosures whether it be plane fuselage or rocket fuel tanks etc. there always exist 
damages resulting from external actions and transforming into scratches in the process of operation.  
 It their turn, scratch dimensions will gradually increase as a result of cyclic loads arising during opera-
tion. There naturally arises a problem of determining the ultimate dimensions of these defects which can result in 
the fatal failure of the whole structure at a given level of operating loads. 
  

Thin-walled elements, loads, boundary problem, plane taut state, scratch, crack, Dugdale. 
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