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Рассмотрено влияние соотношения систематической и случайной погрешностей на характер распределе-
ния вероятности угловой производственной погрешности. 
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Для механической обработки деталей 

машин на современных машиностроитель-
ных предприятиях широко применяются 
станки с числовым программным управлени-
ем. Их доля в общем парке применяемых 
станков увеличивается с каждым годом. Это 
обусловлено рядом преимуществ использо-
вания станков с ЧПУ, одним из которых яв-
ляется возможность обработки в автоматиче-
ском режиме сложных фасонных поверхно- 

стей с управлением по трём и более коорди-
натам. Формообразование на многокоорди-
натных станках с ЧПУ обеспечивается 
управлением тремя  линейными координата-
ми – перемещением вдоль осей X, Y, Z  и  
тремя поворотами A, B, C. Например, на рис. 
1 представлена схема расположения пяти 
программируемых осей координат плоско-
шлифовального станка с поворотным столом 
BLOHM Profimat MC. 

 

 
          а                                                                           б   

Рис. 1.  Программируемые оси координат станка BLOHM Profimat MC 
 

Последовательность размерных связей 
при этом можно выразить схемой (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Размерные связи для станка  
BLOHM Profimat MC 

 
Размерные связи обрабатываемой заго-

товки описываются размерными цепями. 
Сложная объёмная обработка приводит к об-
разованию многомерных размерных цепей, 
которые  учитывают и обеспечивают взаим-

ное расположение геометрических элемен-
тов заготовки между собой (их можно на-
звать внутренними связями), а также взаим-
ное расположение геометрических элемен-
тов обрабатываемой заготовки по отноше-
нию к геометрическим элементам станка, 
крепежного приспособления  и режущего 
инструмента (внешние связи). Это взаимное 
расположение характеризуется как линей-
ными расстояниями между элементами, так 
и взаимными угловыми поворотами между 
ними. Отсюда следует, что составляющие 
звенья размерной цепи представляют собой 
геометрические векторы. 
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Реальная природа формирования по-
грешностей обработки на многокоординат-
ных станках с ЧПУ является функцией взаи-
мосвязи векторов – составляющих звеньев 
пространственной размерной цепи. Множе-
ство случайных величин пространственных 
размерных связей образуют систему вели-
чин, распределяющихся как по модулям со-
ставляющих векторов, так и по направлени-
ям расположения этих векторов.  

В связи с этим представляет интерес 
определение и исследование законов распре-
деления производственных угловых погреш-
ностей, которые определяются систематиче-
ской и случайной составляющими. 

Таким образом, вектор, характеризую-
щий угловую погрешность, может быть 
представлен в виде суммы двух векторных 
погрешностей: вектора систематической по-
грешности ar  и вектора случайной погреш-
ности rr  . 

ra rrr
+=∆ .                 (1) 

Угловая погрешность Δφ  (рис. 3) ха-
рактеризует возможное положение суммар-
ного вектора ∆

r
 относительно системы коор-

динат станка, начало которой расположено в 
точке О. Задачей является изучение закона 
распределения случайного угла φ. 

 
Рис. 3. Схема формирования 

 угловой  производственной погрешности  
 

Случайную погрешность rr  можно 
представить отклонениями точек плоскости 
от точки О1 – центра группирования случай-
ной погрешности. Распределение точек на 
плоскости подчиняется закону Гаусса с зо-
ной практического рассеяния в пределах 
круга с радиусом R = 3σ (рис. 3). Системати-
ческая погрешность а представляет расстоя-
ние центра этого круга О1 от начала отсчёта 
О суммарной погрешности ∆

r
. 

В производстве возможны различные 
варианты соотношения систематических и 
случайных погрешностей, что накладывает 

условия на анализ угловой погрешности. Эти 
соотношения могут изменяться в пределах 

∞≤≤
R
ar

0 .     (2) 

Если систематическая погрешность 
ar =0, то центр О1 круга совпадет с началом 
отсчёта О и с вероятностью 0,9973 величины 
суммарного вектора угловой погрешности 
∆
r

 будут заключены в интервале: 

R≤∆≤
r

0 .                    (3) 

Угол φ наклона вектора ∆
r

 к некоторой 
оси координат будет принимать равноверо-
ятные значения в пределах (рис.4) 

πϕ 20 ≤≤ .                    (4) 

ϕ 
Рис. 4. График распределения угловой погрешности 

при систематической составляющей а=0 

 
Рис. 5. Широта распределения угловой погрешности 
при появлении систематической составляющей а<R 

 
С появлением систематической по-

грешности а распределение углов наклона φ 
не будет равновероятным. Вероятность по-
лучения погрешностей ∆

r
, направленных в 

сторону вектора ar , будет большей, чем ве-
роятность противоположного направления 
(рис. 5, 6).  

 
Рис. 6. График распределения угловой погрешности 

при систематической составляющей а<R 
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При Ra =
r  широта распределения век-

тора ∆
r

 может достигнуть наибольшего зна-
чения, равного 2R (рис.7). 

 
Рис. 7. Широта распределения угловой погрешности 
при появлении систематической составляющей а=R 

 
Закон распределения угловой погреш-

ности  при Ra =
r

 
будет стремиться к нор-

мальному (рис. 8). 

 
Рис. 8. График распределения угловой погрешности 

при систематической составляющей а=R 
 

При Ra >
r  погрешности ∆

r
 будут рас-

полагаться внутри угла, образованного каса-
тельными, проведёнными из точки О к ок-
ружности (рис. 9). Из рис. 9 видно, что угол 
φ будет находиться в пределах: 

arcsin arcsinR R
a a

ϕ− ≤ ≤ .      (5) 

 
Рис. 9. Схема распределения углов наклона вектора 

производственной погрешности при а>R 
 

Тогда область распределения угловой 
погрешности сузится и кривая распределе-
ния примет вид (рис. 10). 

 
Рис. 10. График распределения угловой погрешности 

при систематической составляющей а>R 

Случайный угол φ можно представить 
как функцию двух случайных величин φ(x;y) 
и определить его значения в интервале (-π,π): 
         arctg  - π,      если  -π ≤ φ < - ; 

φ=     arctg  ,          если   -  ≤ φ <  ;                 (6) 

          arctg  ,    если     ≤ φ ≤  π. 
Функцией распределения F(Δφ) случай-

ного угла φ, согласно теории вероятностей, 
является вероятность того, что он примет 
значение меньшее, чем аргумент функции 
Δφ: 
                                  0, если Δφ ≤ –π; 
                                  P(-π < arctg  – π < Δφ),  

                                  если –π < Δφ ≤ – ; 

F(Δφ)=P(φ<Δφ)=    P(–  < arctg  < Δφ)+Р(–π < φ <– ),  

                                 если –  < Δφ ≤ ; 

                                 P(  < arctg  + π < Δφ)+Р(–π <φ<  ),  

                                 если  < Δφ < π; 

                                     1, если Δφ > π.                              (7) 
                   0, если Δφ ≤ –π; 
                    P(0 <  arctg   < Δφ + π),  
                    если –π < Δφ ≤ – ; 
F(Δφ) =      P(–  < arctg   < Δφ) + К1, 
                    если –  < Δφ < ; 

                    P(  < arctg   < Δφ –π) + К2, 
                    если  < Δφ < π; 

                      1, если Δφ > π,                                   (8) 
где К1 = Р(–π < φ <– ),   К2 = Р(–π < φ <  . 

Плотность распределения вероятностей 
f(∆ϕ) для случайного угла φ находится как 
производная от функции распределения: 

ϕϕϕ ∆′=∆′=∆ ∫∫ )),(()()( dxdyyxfFf
D

 .       (9) 

В результате решения получено выра-
жение для плотности распределения )(f ϕ∆ : 

             + cosΔφ∙Ф( cosΔφ),  
f(Δφ)=                                                  если Δφ (-π, π); 

    0,    если Δφ (-π, π), 

где 
2

2( )
х t

Ф х е dt
−

−∞

= ∫ .                                 (10) 

При малых значениях систематической 
составляющей угловой производственной 
погрешности, т.е. при а/σ << 1, разложение 
правой части выражения (10) в степенной 
ряд по а/σ  приведёт к выражению, ограни-
ченному членами второго порядка: 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета,  №3(34), 2012 
 

224 

f(Δ φ) ≈  +  cos(Δφ) +  cos 2(Δφ).   (11) 

Из (11) следует, что плотность распре-
деления угловой производственной погреш-
ности представляет косинусоиду с амплиту-
дой   .  

Сравнительный характер кривых рас-
пределения вероятностей угловых производ-
ственных погрешностей при различных со-
отношениях систематической  и случайной 
погрешности представлен на рис.11. 

 
 

Рис. 11. Характер кривых распределения угловой 
 погрешности при различных соотношениях  
систематической и случайной погрешности 

Чтобы установить нормативные значе-
ния соотношения а/σ для оценки точности 
различных вариантов технологических про-
цессов, необходимо исследование соотноше-
ния а/σ в действующем производстве мето-
дом статистического анализа. 
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