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В статье работе рассмотрена задача об эволюции нелинейных акустических структур в средах, где зна-
чимую роль играет наличие магнитного поля.  
 

Магнитоакустические волны, альфвеновские волны, неравновесность, дисперсия. 
 
Введение 
Исследованию динамики распростра-

нения и устойчивости волн в неравновесных 
средах в последнее время уделено большое 
внимание [1-13]. Это связано с тем, что та-
кин исследования очень важны для понима-
ния причин образования и эволюции струк-
тур различных пространственных и времен-
ных масштабов.  Существует целый ряд не-
равновесных сред: колебательно возбуж-
дённый газ, атомная или молекулярная не-
изотермическая плазма, химически актив-
ные смеси, среды с неравновесными фаза-
ми, горизонты чёрных дыр и [1-5], где име-
ет место нелинейная динамика поведения 
газодинамических возмущений. Также к не-
равновесным средам относят среды с тепло-
выми неустойчивостями [6,7]. В подобных 
средах также возможно наблюдение ряда 
нелинейных эффектов. Изучение тепловых 
неустойчивостей обычно проходит в кон-
тексте таких задач, как образование проту-
беранцев на Солнце [8], эволюция меж-
звёздных облаков [9-12], краевой эффект в 
токамаке [13], расчёт различного рода реак-
торов.  

Наиболее глубокий анализ тепловых 
неустойчивостей однородной межзвёздной 
среды впервые был представлен в работе 
Филда [6]. Стационарное состояние одно-
родной среды с плотностью r0 и температу-
рой Т0 было описано с помощью обобщён-
ной функции тепловыделения G-=Á L , где 
L , G  - это соответственно потери энергии 
(скорость охлаждения) и приток тепла (ско-
рость нагрева) в эргах на грамм в секунду. 
При стационарных значениях плотности и 

температуры приток тепла равен потерям 
энергии  

0),( 00 =Á Tr .                                (1) 
Таким образом, выделяют три типа те-

пловой неустойчивости: изохорическая, изо-
барическая и изоэнтропическая (акустиче-
ская).  

Изохорическая неустойчивость может 
быть сформулирована как  

0<ÁT ,                                         (2) 
где TÁ  – частная производная по температу-
ре. Этот критерий изначально был предло-
жен Паркером [7]. Возмущения давления со-
провождаются изохорическими возмуще-
ниями температуры, приводящими к  движе-
нию, которое нарушает постоянство плотно-
сти. Критерий изобарической неустойчиво-
сти может быть записан как  

0

0

0,T T r
r

Á - Á <       (3) 

где rÁ  – частная производная по плотности. 
Эффект изобарической неустойчивости был 
изучен в работах [11, 14-15].  Основная идея 
эффекта состоит в том,  что быстрый рост 
изобарической неустойчивости приводит к 
сильному дисбалансу плотности между хо-
лодной плотной неоднородностью и окру-
жающей средой малой плотности, что может 
приводить к конденсации малой массы. Ис-
следования [15] продемонстрировали рост 
конденсаций при изобарических условиях (3) 
в межзвёздной среде. Тепловая неустойчи-
вость может сопровождаться также конвек-
тивной неустойчивостью [15]. 
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Условие изоэнтропической (акустиче-
ской) неустойчивости выглядит как 

0
)1( 0

0 <Á
-

+Á rg
r

TT ,  (4) 

где g  – показатель адиабаты (отношение 
удельных теплоёмкостей). 

При условии (4) в областях сжатия аку-
стической волны происходит дополнитель-
ное тепловыделение. Такая положительная 
обратная связь между акустическими воз-
мущениями и нагревом ведёт к усилению 
акустической волны. Акустическая неустой-
чивость ведёт к образованию областей роста 
плотности, температуры и давления. Ранее 
была высказана гипотеза, что изоэнтропиче-
ская неустойчивость в межзвёздной среде 
должна сопровождаться возникновением по-
следовательности самоподдерживающихся 
ударных волн [17-19]. Подтверждение дан-
ной гипотезы было получено в [20]. 

В большинстве теоретических исследо-
ваний эволюции пространственных структур 
в средах с тепловой неустойчивостью пре-
небрегали влиянием внешнего магнитного 
поля. Однако во многих случаях таким уп-
рощением пользоваться нельзя, так как на 
неравновесную среду воздействует сильное 
внешнее магнитное поле. Примером таких 
сред, в частности, являются межзвёздные 
среды вблизи звёзд, корона Солнца и плаз-
менные среды в токамаке. Совместное влия-
ние магнитного поля и неравновесности сре-
ды на характеристики и структуру нелиней-
ных магнитоакустических волн практически 
не изучено. Комплексное рассмотрение дан-
ных факторов на процессы формирования 
нелинейных магнитоакустических волн в не-
равновесной межзвёздной среде представля-
ет весьма сложную и актуальную задачу. 

Таким образом, целью данной работы 
стало рассмотрение динамики акустических 
возмущений в газодинамических средах с 
источником энергии, зависящим от темпера-
туры и плотности, с учётом воздействия на 
них магнитного поля.  

 
Физико-математическая модель  

для описания магнитоакустических волн 
в неравновесных средах 

К настоящему времени достаточно 
подробно изучены процессы распростране-

ния акустических волн в средах различного 
типа. Основная система газодинамических 
уравнений, описывающих эти процессы в 
неравновесных средах с источником тепло-
выделения, зависящим от температуры и 
плотности, состоит из уравнения непрерыв-
ности, уравнения движения, уравнения пере-
носа тепла и уравнения состояния. В вектор-
ной форме в пренебрежении диссипативны-
ми процессами она имеет следующий вид: 

0=+
¶
¶ Vdiv

t
v

rr ,   (5) 

P
dt
dV

-Ñ=r ,  (6) 

),( T
dt
dT

m
k

dt
dTC Б

V rr
r

-Á=××-¥ ,         (7) 

m
TkP Б r××

= ,  (8) 

( ) ( ) ( )TQTIT ,,, rrr -=Á ,  (9) 
где PT ,,,V r  – соответственно скорость, 
температура, плотность, и давление; Á  – 
обобщённая функция теплопроводности; 

-¥VC высокочастотная теплоёмкость при 
постоянном объёме; Бk  – постоянная Больц-
мана и Ñ×+¶¶= Vtdtd // . Значение m  зави-
сит от типа среды (например, в межзвёдных 
средах, в HI областях, т.е. там, где преобла-
дает атомарный водород Hmm = ,  в меж-
звёздных молекулярных облаках Hmm 2= , 

Hm – масса атомарного водорода). 
Основная система магнитогазодинами-

ческих уравнений несколько отличается от 
основной системы газодинамических урав-
нений. Система магнитогазодинамики долж-
на быть дополнена уравнением индукции 
магнитного поля (10) и законом Гаусса для 
магнитного поля (11). Уравнение движения 
(6) должно быть изменено с учётом влияния 
магнитного поля и представлено в виде (12). 
Уравнение непрерывности (7), уравнение 
переноса тепла (8), и уравнение состояния 
(9) остаются неизменными.  

[ ]BVrot
t
B vv
v

´=
¶
¶ ,  (10) 

0=Bdiv
r

,  (11) 

[ ]BBrotP
dt
Vd vr
v

´×--Ñ=
p

r
4
1 ,     (12) 
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где BV
vv

,  – векторы скорости и магнитного 
поля, соответственно. 

 
Рис. 1. Вектор стационарного магнитного поля 

 
Для дальнейшего исследования необ-

ходимо спроецировать систему (7)  –  (12)  на 
оси x, y, z. При этом будем считать, что век-
тор стационарного магнитного поля нахо-
дится в плоскости (x,z) (рис. 1), т.е.

00000 cossin zBxBB vvv
××+××= aa , где 0B  -  аб-

солютное значение длины вектора магнитно-
го поля; a  - угол наклона между магнитным 
полем и осью; z, 00 , zx vv  – единичные векторы. 

Рассмотрим динамику волн, распро-
страняющихся вдоль оси z. Зависимостями 
от x и y можно пренебречь )0( =¶¶=¶¶ yx . 
В итоге система выглядит как 

( )zxxz
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¶ ,  (13) 
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0=
¶

¶
t

Bz ,  (15) 

z
BB

dt
dV x

z
x

¶
¶

××=
p

r
4
1 ,  (16) 

z
B

B
dt

dV y
z

y

¶
¶

××=
p

r
4
1 ,  (17) 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶

¶
×+

¶
¶

××-
¶
¶

-=
z

B
B

z
BB

z
P

dt
dV y

y
x

x
z

p
r

4
1 , (18) 

( ) 0=×
¶
¶

+
¶
¶

zV
zt

rr ,  (19) 
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d

m
Tk

dt
dTC Б

V rr
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m
TkP Б r××

= .  (21) 

 
 
 

Дисперсия в магнитоплазменной среде 
Для того, чтобы получить дисперсион-

ные соотношения для продольных и попе-
речных мод, соответствующих системе (13) – 
(21), воспользуемся стандартной методикой 
и представим решение системы в следующем 
виде: 

1

1

1

0 1

1

0 1

0 1

0 1

0 1

exp( ),

exp( ),

exp( ),

exp( ),

exp( ),

exp( ),

exp( ),
exp( ),

exp( ),

x x

y y

y y

x x x

y y

z z z

V V i t ikz

V V i t ikz

V V i t ikz

B B B i t ikz

B B i t ikz

B B B i t ikz

T T T i t ikz
i t ikz

P P P i t ikz

w

w

w

w

w

w

w
r r r w

w

= - +

= - +

= - +

= + - +

= - +

= + - +

= + - +

= + - +

= + - +

%

%

%

%

%

%

%

%

%

ì
ï
ï
ï
ï
ï
ïï
í
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïî

    (22) 

где asin00 ×= BB x , acos00 ×= BB z . Введя 
обозначения 

00 ,0 )/( TTT T ==¶¶Á=Á rr , 

00 ,0 )/( TT ==¶¶Á=Á rrr r  и подставляя соотно-
шения (22) в систему (13) – (21), получим 
дисперсионные соотношения для обоих ти-
пов мод. 

Дисперсионное соотношение для попе-
речной моды будет иметь следующий вид:  

aw 22
2

2

cos×= aс
k

.                                 (23) 

Это уравнение описывает так называе-
мые альвеновские волны – поперечные маг-
нитогидродинамические волны, распростра-
няющиеся вдоль силовых линий магнитного 
поля. 

Дисперсионное соотношение для про-
дольных мод (быстрой и медленной магни-
тозвуковой волны) при произвольном накло-
не вектора магнитного поля будет иметь  
вид: 

( ) ( )[ ]
( )

[ ]
( ) .

2

2
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00

22
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2
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2
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×+-×+
=
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i
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CcсiCcс

k

wt
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wtw

(24) 

Здесь введены следующие обозначе-
ния: 

       
0

2

22

>
++

=W
aba ,  
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;0
2

)sgn(
22

£
-+

×-=Y
abab  (25) 

( )
( ),2cos2

2cos2
224422

0
2

2
0

24
0

42
0

atw

a

¥¥¥ -+-

--+=

cccсC
cccсCa

aaV

aaV

( )( ).2cos2 22
0

42
0

22
00 ¥¥¥ --+= cссcccCCb aaVV awt (26) 

В уравнении (24) mTkB 000 / G=t  -  ха-
рактерное время нагрева, ),( 000 TrG=G  - 
скорость нагрева в стационарной среде, 

mkCC BVP /+= ¥¥ , 0000 / GÁ= mTkC TBV , 

000000 /)( GÁ-Á= mTkC TBP rr , 

00 ,0 )/( TT ==¶¶Á=Á rrr r ,  

00 ,0 )/( TTT T ==¶¶Á=Á rr , 0
2
0

2 4prBсa = .  
Величины 00 , PV CC  - низкочастотные 

теплоёмкости при постоянном объёме и дав-
лении в газе с  притоком тепла.  В гидроди-
намике скорости ¥cс ,0 называются равно-
весная и замороженная скорость, соответст-
венно; 0g , ¥g  - равновесный и заморожен-
ный показатель адиабаты; 2

ac - квадрат скоро-
сти альфвеновских волн. Полученное дис-
персионное соотношение описывает диспер-
сию возмущения на всём спектре частот и 
при любом угле наклона вектора магнитного 

поля в плоскости (x,z). Оно позволяет опре-
делить скорости звука обеих мод и акустиче-
ский инкремент, а следовательно, условие 
нарастания возмущения в среде. Это соот-
ношение получено на основе допущения о 
слабом затухании на длине волны. Допуще-
ние справедливо практически на всей облас-
ти параметров. Однако оно не выполняется 
для медленной магнитоакустической волны 
при углах , Z.n np p/2 + Î  

Из дисперсионного соотношения (24) 
получен аналитический вид для квадрата 
скоростей быстрой и медленной магнитоаку-
стической волны: 
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        (27) 

Аналитические выражения для скоро-
стей звука при определённых углах пред-
ставлены в табл. 1. 

На рис. 2, 3 представлена зависимость 
скоростей звука для обоих типов магнитоа-
кустических волн. 

 
Таблица 1. Скорости звука магнитоакустических волн 

 
Угол 

наклона 
Быстрая магнитозвуковая волна Медленная магнитозвуковая 
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Не существует 

 

   
а б в 

Рис. 2. Зависимость скорости быстрой магнитозвуковой волны от угла  при разных значениях ac  
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(а - ,||-< Sa сc  б - ,||-= Sa сc в - -> ||Sa сc ) 
 

   
а б в 

Рис. 3. Зависимость скорости медленной магнитозвуковой волны от угла, при разных значениях ac   

(а - ,||-< Sa сc  б - ,||-= Sa сc в - -> ||Sa сc ) 
 

Графики на рис. 2,3 соответствуют раз-
личным значениям скорости альвеновских 
волн, а следовательно, различным значениям 
стационарного магнитного поля и плотности 
проводящей среды. Можно заметить, что 
функциональная зависимость скоростей волн 
от угла наклона вектора магнитного поля 
может принимать различные виды при раз-
ных значениях скорости альвеновских волн. 
Этот эффект можно понять, рассмотрев зна-
чения скоростей при определённых углах. 
Значения скорости быстрой магнитозвуко-
вой волны при углах 

, , Zn m n mp p p p/2 + , + Î  зависят от скорости 
альвеновских волн. Медленная же магнито-
акустическая волна не существует при угле

,  Zn np p/2 + Î ,  а при углах ,  Zm mp p+ Î  
описывается значением, не зависящим от 
скорости альвеновских волн. Таким образом, 
при углах ,  Zm mp p+ Î  скорости быстрой и 
медленной волны -+ SS cc ,  могут принимать 
различные значения в зависимости от вели-
чины магнитного поля. Так, например, при 
малых значениях магнитного поля, когда

,||-< Sa сc  скорость +Sc  при угле 
,  Zm mp p+ Î  будет равна -||c , и наоборот – 

при -> ||Sa сc  скорость +Sc  при угле ,mp p+

Zm Î  будет равна +||c . Аналогичная замена 
величины, описывающей значения при углах 

,  Zm mp p+ Î , произойдёт и у медленной 
волны, но с точностью наоборот, +||c  поменя-
ется на -||c .  

 

 
 
Выводы 
В работе получено уравнение, описы-

вающее дисперсию скорости звука в нерав-
новесной магнитогазодинамической среде. 
Полученное дисперсионное соотношение 
описывает дисперсию возмущения на всём 
спектре частот и при любом угле наклона 
вектора магнитного поля в плоскости x-z. 
Оно позволяет определить акустический ин-
кремент обеих магнитоакустических мод, а 
следовательно, и условие нарастания возму-
щения в среде. Показан аналитический вид 
скоростей звука быстрой и медленной маг-
нитоакустических волн и показана зависи-
мость скоростей звука от  угла наклона век-
тора магнитного поля при различных скоро-
стях альвеновских волн. 

 
Работа поддержана Минобрнауки РФ, государст-
венное задание на выполнение работ на 2012-
2014 годы, шифр 2.560.2011 и ФЦП «Научные и 
научно-педагогические кадры инновационной 
России» на 2009-2013 гг., ГК № 14.740.11.0999 и 
соглашение № 14.B37.21.0767, 14.132.21.1440. 
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