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Для задачи упругого взаимодействия в зоне контакта «шина–обрезиненная беговая дорожка гусеницы» 
проведён анализ уточнённого решения уравнения Матье с учётом диссипации энергии. Обосновано минималь-
ное значение глубины модуляции упругости, обеспечивающее исключение параметрических резонансов при 
высоких скоростях движения 15 м/с и более. Приводится вариант конструкции гусеницы, обеспечивающий  
ограниченную вариацию параметра глубины модуляции упругости.  

 
Устойчивость, гусеница, быстроходная машина, колебания, параметрический резонанс. 
 
В работе [1], посвящённой исследова-

нию параметрических колебаний в гусенич-
ном движителе, показано, что переменная 
жёсткость в контакте «шина–обрезиненная 
беговая дорожка (ОБД) гусениц» приводит к 
возбуждению параметрических резонансов. 
При движении машин по дорогам с малоде-
формируемым основанием параметрические 
колебания опорных катков ограничивают 
долговечность элементов ходовой части, на-
рушают эффективность функционирования 
лазерного оптико-электронного оборудова-
ния систем управления. Кроме того, эти ко-
лебания существенно повышают тепловую 
напряжённость шин. При анализе динамики 
процесса в соответствии с полученным диф-
ференциальным уравнением в форме Айнса-
Стретта при многих допущениях установле-
на область устойчивости параметрических 
колебаний. В то же время фундаментальные 
закономерности, современные методы и ал-
горитмы нелинейной динамики и хаоса по-
зволяют более точно определить область ус-
тойчивости систем [2]. Кроме того, в работе 
[1] не учитывались силы вязкого трения, ко-
торые сужают область устойчивых парамет-
рических резонансных колебаний, т.е. ока-
зывают стабилизирующее действие. 

В связи с этим в данной работе реша-
ются задачи анализа математической модели 
и определения параметра глубины модуля-
ции жёсткости упругого взаимодействия в 
контакте «шина–обрезиненная беговая до-
рожка» численными методами и с учётом 
диссипативных характеристик, исключаю-

щих резонанс. В соответствии с результата-
ми моделирования разрабатывается конст-
рукция гусеницы с требуемыми параметра-
ми. 

Определение условий, исключающих 
возбуждение параметрического резонанса, 
производится на основе анализа влияния па-
раметра глубины модуляции жёсткости и 
допустимой скорости движения  в функции 

от соотношения частот kp
=

02w
, 

где   k = 0,5; 1; 2,  ω0 – собственная  частота,  
p – частота внешнего возмущения (траковая). 
Для выполнения такого анализа дифферен-
циальное уравнение Матье дополняется со-
ставляющей вязкого сопротивления Z&e2 . 
Движение опорного катка в этом случае опи-
сывается следующим уравнением:  

[ ] 0)cos(212 2
0 =+++ ZptZZ mwe &&& , 

где ZZ    ,&&  – вертикальное ускорение и пе-
ремещение опорного катка; 2

0w – квадрат 

собственной частоты системы, 
m
с

=0w ;  μ –  

параметр  глубины модуляции жёсткости, 

0с
сD

=m ; ε – коэффициент диссипации; ( )tФ   

– некоторая периодическая функция, в дан-
ном случае полученная экспериментально 
[1].  

При решении данной задачи выраже-
ние, позволяющее определить минимально 
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допустимое значение параметра глубины 
модуляции, имеет следующий вид: 

 
÷÷
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Соответствующее значение частоты 
возмущения, пропорционально зависящее от 
скорости движения машины  

02)( wkkp = .  
Логарифмический декремент затухания 

δ определяется по следующей зависимости:  

)(
2

kp
pe

d = .  

Значение коэффициента диссипации ε 
определено по упругодиссипативной харак-
теристике взаимодействия исследуемого ва-
рианта «шина  560×95×30 – трак h =27 мм» и 
составляет ε=10,168, соответственно, 
δ=0,241. Границы наиболее критичных об-
ластей устойчивых резонансных параметри-
ческих колебаний, соответствующих значе-
ниям параметров k=1 и k=2 определяются по 
зависимостям, приведённым ниже.  
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Результаты критических значений па-
раметра глубины модуляции, исключающих 
возникновение параметрического резонанса, 
приведены в табл. 1, а графическое пред-
ставление искомых функций - на рис. 1. 

На рис.1 пиловидная кривая характери-
зует границы двух первых областей неустой-
чивости соответственно при ω0/p=1 и 
2ω0/p=1. Как видно из графика, для исклю-
чения параметрических колебаний необхо-
димо либо снижать текущее значение коэф-
фициента модуляции с целью выйти за пре-
делы диапазона устойчивых параметриче-
ских резонансных колебаний (ниже пиков 
границ устойчивости), либо увеличивать ко-
эффициент диссипации, т. е. вязкое сопро-
тивление в системе, что приведёт к расшире-
нию границ неустойчивости и обеспечит 
требуемый результат.  

Например, для глубины модуляции 
μкр= 0,6 (вариант: шина  560×95×30,  трак  
h =27 мм) опорный каток будет находиться 
в зоне устойчивых параметрических колеба-
ний в диапазоне скоростей от 2  до 6,3  м/с и 
от 8 до 16 м/с.  

Таблица 1. Критические значения параметра глубины модуляции,  
исключающие возникновение параметрического резонанса 

Параметр области устойчивости k  1  2  3  4  5  

Отношение частот  
     

Критическое значение параметра моду-
ляции жесткости μ

КР
  0,077  0,280  0,425  0,527  0,599  

Соответствующая скорость движения V, 
м/с  12,6  6,316  4,211  3,158  2,527  

 
Рис. 1.Результаты определения зон устойчивых параметрических колебаний (незаштрихованные области) 

02w=p 0w=p 03
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Из графиков следует, что для исклю-
чения параметрических резонансных 
колебаний опорных катков при движении 
машины со скоростью менее 7 м/с значение 
параметра глубины модуляции μ не должно 
превышать 0,28. При скорости более 7 м/с 
для полного исключения резонанса глубина 
модуляции должна быть менее 0,077.  

Учитывая тенденцию дальнейшего по-
вышения скоростных качеств машин, задача 
исключения параметрических резонансов 
приобретает ещё большую актуальность. В 
соответствии с полученным результатом 
разработана конструкция гусеницы (рис. 
2,3,4), параметр глубины модуляции жёст-
кости которой соответствует приведённым 
требованиям. 

Предлагаемая гусеница содержит 
асимметричные двухзвенчатые траки 1 со-
единяемые трубчатой перемычкой 2, разъ-
ёмные серьги 3, гребни 4 (рис. 2). Звенья 
траков 1 в продольном направлении выпол-
нены асимметричными путем дополнитель-
но введенных выступов, например, у право-
го звена сзади, а у левого впереди. Таким 
образом, звенья одного трака смещены на 
некоторую величину Δl, обеспечивая зазор 
между звеньями смежных траков в форме 
«зигзаг».  

К верхней горизонтальной плоскости 
звеньев привулканизированы резиновые по-
душки 5, образующие беговую дорожку для 
опорных катков (рис. 3). В объёме резино-
вых подушек 5 беговой дорожки со стороны 
привулканизированных к звеньям траков 1 
выполнены полости 6 в форме арок 7. Вер-
шины арок совмещены с точками пересече-
ния поперечной оси симметрии трубчатой 
перемычки 2 и продольными осями беговых 
дорожек звеньев трака 1. Геометрические 
размеры арок определяются из условия ми-
нимизации параметра модуляции упругости 
в вертикальной плоскости вдоль гусеницы.  

Работает предлагаемая конструкция 
следующим образом (рис. 3). В процессе ка-
чения опорных катков 10 по беговой дорож-
ке гусеницы левая 8 и правая 9 шины каждо-
го опорного катка 10 преодолевают зазоры 
(стыки) между звеньями смежных траков 1 

асинхронно из-за продольного смещения за-
зоров (формы «зигзаг»). Вначале зазор пре-
одолевает левая шина опорного катка 8, по-
том через время t=2Δl/v (v – скорость движе-
ния) правая шина 9, т.е. когда левая шина 8 
опорного катка 10 встречается с зазором, 
правая шина 9 продолжает качение по ров-
ной части беговой дорожки.  В дальнейшем,  
наоборот, когда правая шина 9 опорного 
катка 10 встречается с зазором между звень-
ями смежных траков, левая шина 8 уже дви-
жется по ровной части беговой дорожки.  

Эффективность предлагаемого реше-
ния подтверждена результатами численного 
моделирования в пакете ANSYS Workbench. 
За счёт упругого «нивелирования» беговой 
дорожки исключается резкое перемещение 
опорного катка при его наезде на зазор в ва-
рианте применяемых гусениц. Вследствие 
этого уровень динамической нагрузки, дей-
ствующей на опорный каток, уменьшается. 
Смещение зазоров между смежными трака-
ми путём придания ему формы «зигзаг», по-
крытие выступов резиновой подушкой 
уменьшает величину упругого сближения 
шины с обрезиненной беговой дорожкой  в 
зоне зазоров (заштрихованные области а на 
рис. 4 образованы графиками зависимости 
просадки, т.е. упругого сближения «шина – 
обрезиненная беговая дорожка» по длине 
гусеницы, график 1 соответствует прототи-
пу, график 2 - предлагаемой конструкции). 
Введение полости в резиновых подушках 
позволяет увеличить упругое сближение в 
зоне контакта на ровной части беговой до-
рожки (рис. 4, область б ).  

Таким образом, предложенное решение 
стабилизирует упругость, т.е. снижает зна-
чение параметра модуляции упругости гусе-
ницы в вертикальной плоскости, что способ-
ствует непрерывности контакта шин с обре-
зиненной беговой дорожкой и уменьшению 
вероятности возбуждения параметрических 
колебаний. Это позволит увеличить долго-
вечность элементов ходовой части, повысить 
эффективность функционирования лазерно-
го оптико-электронного оборудования сис-
тем управления, снизить температуру шин 
опорных катков. 
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Рис. 2.  Конструкция гусеницы (вид сверху) 
 

 
 

Рис. 3. Конструкция гусеницы (разрез в поперечной плоскости)  
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Рис. 4. Зависимость просадки (упругого сближения) по длине трака: 1– серийный вариант гусеницы; 
 2 – предлагаемая конструкция гусеницы 

 
Заключение 

1. Решение уравнения Матье-Хилла с 
учётом диссипативных сил позволило суще-
ственно уточнить область устойчивости па-
раметрических колебаний.  

2. По результатам исследования установ-
лено, что исключение параметрических ко-
лебаний опорных катков при движении ма-
шины со скоростью выше 15 м/с может быть 
достигнуто снижением параметра глубины 
модуляции упругости до 0,10 … 0,12. 

3. Разработан вариант конструкции гу-
сеницы с требуемым значением параметра 
модуляции. Зигзагообразная форма зазора 
между звеньями позволяет сократить упру-
гое сближение с 4,5 до 3,0 мм, а введение 
полости в резиновых подушках позволяет 
увеличить упругое сближение в зоне кон-
такта на ровной части беговой дорожки с 
1,0 до 2,0 мм. 

 

Работа выполнена в соответствии с бюджетной 
темой отдела механики транспортных машин 
Имаш УрО РАН, г. Екатеринбург. 
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SUPPRESSION OF PARAMETRIC VIBRATIONS OF RUNNING GEAR ELE-
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The analysis of proximate solutions of the Mathieu equation, taking into account the energy dissipation in the 
contact zone "tire-rubber grips treadmill track." Substantiated the minimum value of the modulation depth of elasticity, 
provides an exception parametric resonances at speeds 15 or more m/s. An embodiment of the track, providing a limited 
variation of the parameter of the modulation depth of elasticity. 
 

Stability, track, speed machine, vibration, parametric resonance. 
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