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Рассматривается продольный упругопластический удар по двухслойному составному стержню с 
закреплённым противоположным концом. Составной стержень сформирован из мягкого (алюминий) и 
жёсткого (сталь) слоёв при различном их расположении. На контактной границе стержней выполняется 
условие неразрывности вектора скорости частиц и напряжения. Для описания волновых процессов ис-
пользуется сеточно-характеристический метод, позволяющий корректно строить вычислительные алго-
ритмы на границах области интегрирования и контактных границах. Изучалось взаимодействие отра-
жённых, преломлённых волн напряжений на границе раздела составных стержней. Явления на границе 
раздела составных стержней усложнялись их взаимодействием с динамикой изменения, как приложен-
ной внешней нагрузки, так и отражёнными от граничных поверхностей волнами напряжений. В резуль-
тате численных исследований показаны возможность разрушений на контактной границе для составного 
стержня алюминий-сталь, а также быстрое затухание нелинейных эффектов в случае сталь-алюминий. 
Располагая стержни с определёнными механическими характеристиками в определённом расчётами по-
рядке, оказалось возможным управлять уровнем динамической нагруженности каждого отдельного эле-
мента составного стержня, а следовательно, и работоспособностью всего составного стержня. 

 
Составной стержень, контактная граница, волна разгрузки, отражённая волна, преломлённая 

волна, предел текучести. 
 
В технике получают распростране-

ние составные конструкции, основной це-
лью создания которых является использо-
вание материалов с необходимыми каче-
ствами в соответствующих областях со-
ставной конструкции. Например, в дисках 
авиационных двигателей наиболее напря-
жённой областью является ступица, в то 
время как полотно менее нагружено. Ис-
пользование материала с повышенной 
прочностью в области ступицы и матери-
ала, отвечающего менее жёстким требо-
ваниям, в полотне позволяет создать со-
ставную конструкцию с привлекательны-
ми техническими характеристиками: кон-
струкция может быть более лёгкой, иметь 
повышенные параметры долговечности и 
другие технические преимущества. Для 
изготовления составных конструкций 
применяют методы сварки трением или 
диффузионной сварки. В настоящей рабо-
те рассматриваются динамические харак-
теристики таких составных конструкций и 
исследуются особенности волновых про-
цессов, происходящих в них.  
 

1. Основные уравнения плоской  
продольной волны  

для неоднородных составных стержней 
Процесс распространения продоль-

ных волн в неоднородных стержнях, со-
ставленных из произвольного числа 
стержней, характеристики которых изме-
няются скачком при переходе от одного 
стержня к другому, описывается следую-
щей системой уравнения в частных про-
изводных [1]  
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где n – номер соответствующего стержня; 
σn, εn – осевое напряжение и деформация; 
νn – скорость смещения частиц; En – мо-
дуль упругости; ρn – плотность материала 
стержня; первое уравнение – уравнение 
движения, второе – уравнение неразрыв-
ности, третье – уравнение состояния для 
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соответствующих стержней. Правая часть 
третьего уравнения зависит от скорости 
пластической деформаций и при отсут-
ствии вязкости преобразуется в известное 
соотношение пластического течения [2] 
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где Ek=dσ/dε – касательный модуль к кри-
вой деформирования (σ - ε), nχ  – накоп-
ленная пластическая деформация. 

Решение системы уравнений (1.1) 
удобно искать относительно безразмер-
ных параметров и безразмерных перемен-
ных 
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где l  – характерная длина, s

n
s
n εσ ,  – пре-

делы упругости стержня по напряжению и 
деформации, к – номер стержня, где ско-
рость распространения волн ( )1 2

n n nc E ρ=
максимальная ( maxk nс с= ). 

В матричной форме данная система 
уравнений (1.1) относительно безразмер-
ных параметров и переменных представ-
ляется в виде 
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Запятая перед индексом означает 

частное дифференцирование по соответ-
ствующей переменной, T – знак транспо-
нирования.  

Система уравнений (1.4) является 
гиперболической [3] и имеет три семей-
ства действительных характеристик 
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вдоль которых выполняются следующие 
дифференциальные соотношения 
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Интегрирование уравнений вдоль 

характеристик реализуется конечно-
разностным представлением основных 
соотношений (1.6). 
 

2. Конечно-разностное  
представление  

разрешающих уравнений 
Интегрируя соотношения (1.6) вдоль 

характеристик, можно получить систему 
уравнений для определения неизвестных 
величин 111 ,, +++ j
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n – номер стержня, i – номер узла по про-
странственной переменной, j, j+1 – номер 
нижнего и верхнего слоя по времени, 
значки “+” и “-” – точки пересечения ха-
рактеристики нижним слоем по времени 
(неузловые точки шаблона), опущенной 
из точки ( )1, +jiA  верхнего слоя по вре-
мени. Детали получения уравнения (2.1) 
приведены в [4]. 

Для вычисления величин 
j

ni
j

ni
j

ni Fv ±±± ,,σ  в неузловых точках шаблона 
проводится интерполирование значений 
функции через их значения в узловых 
точках сетки [5]. При этом для того, что-
бы ошибка, вводимая на одном шаге по 
времени, имела третий и более высокие 
порядки точности относительно σ, ν и не 
ниже второго порядка точности относи-
тельно F, что позволяет обеспечить расчёт 
со вторым порядком точности относи-
тельно искомых величин, следует исполь-
зовать следующие соотношения квадра-
тичного интерполирования для вычисле-
ния j

ni
j

ni v ±± ,σ  и линейного интерполирова-
ния для вычисления j

niF ± .  
При линейном интерполировании 

используется формула 
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Квадратичное интерполирование для 
внутренних точек 
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и для граничных точек и точек контакт-
ных границ стержней 
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Шаги по времени τ и простран-

ственной переменной h выбираются в со-
ответствии с требованием условия устой-
чивости [4]: .1/ ≤hcτ   

 
3. Расчетная схема  

решения уравнений 
При реализации расчётной схемы 

конечно-разностным методом разрешаю-
щие уравнения отличаются во внутренних 
и граничных точках и в точках контакт-
ных границ стержней. 

3.1. Решения во внутренних точ-
ках. Во внутренних точках неизвестные 
величины ij

i
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i
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i v +++ ,,εσ  определяются из 
системы линейных алгебраических урав-
нений (2.1) 
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3.2. Решения в граничных точках.  
Обычно на границе задаются напряжение 
σ  или скорость частицы v . Граничные 
условия в общем случае можно записать в 
виде 
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в которых 2211 ,,, BABA  – некоторые по-
стоянные. В зависимости от конкретных 
значений ii BA ,  можно сформулировать 
граничные условия различного типа. 

В граничных точках одна из харак-
теристик выходит за предел рассматрива-

емой области. В связи с этим в системе 
уравнений (2.1) нельзя использовать одно 
из уравнений, которое соответствует ха-
рактеристике, выходящей из области ис-
следования. Если присоединить к остав-
шимся при этом двум уравнениям одно из 
граничных условий (3.2) или (3.3), то по-
лучается замкнутая система уравнений 
относительно искомых величин v,,εσ  в 
граничной точке.  

3.3. Решение в точках контактной 
границы стержней. Точка контактной 
границы стержней одновременно принад-
лежит обоим стержням (n-му и (n+1)-му). 
По отношению к n-му стержню эта грани-
ца будет считаться как правая, а по отно-
шению к (n+1)-му стержню − как левая, 
поэтому получается следующая система 
двух уравнений 
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На контактной границе стержней 

принимается условие неразрывности век-
тора скорости частиц и напряжения 

 
1

)1(
11

)1(
1 , +

+
++

+
+ == j

in
j

ni
j

in
j

ni vvσσ .        (3.5) 
 

Таким образом, на контактной гра-
нице стержней имеются четыре уравнения 
(3.4), (3.5) с четырьмя неизвестными 
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4. Постановка задачи 
Исследуется распространение плос-

ких продольных упругопластических волн 

в биметаллическом стержне конечной 
длины l. Составными частями биметалли-
ческого стержня являются алюминий и 
сталь при различных способах их распо-
ложения (алюминий–сталь, сталь–
алюминий). Нелинейное поведение мате-
риалов стержня задано эксперименталь-
ными кривыми деформирования, задан-
ными в табличной форме и приведёнными 
в табл. 1 и 2. Модули упругости и плотно-
сти материалов исследуемых стержней 
составляют: 
Ест=200 ГПа,  
Еал=68,5 ГПа  
ρст=7,9511·10-10 кг·сек2/мм4,. 
ρал=2,755·10-10 кг·сек2/мм4. 
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Таблица 1. Экспериментальная зависимость напряжение – деформация (сталь) 
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8.9
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2
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10⋅=
c

i
i ρ

σσ

 
0 0 0 22 28,0 1,4 

10 20,00 1,0 32 30,0 1,5 
11 20,75 1,0375 46 32,0 1,6 

12 21,50 1,075 72 34,0 1,7 
14 23,00 1,15 133 36,0 1,8 

16 24,50 1,225 3600 74,0 3,7 
18 26,00 1,3  0  

 
Таблица 2. Экспериментальная зависимость напряжение – деформация (алюминиевый сплав Д-16 АТ) 
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0 0 0 14 31,75 1,5875 

2,77 19,00 0,95 20 33,5 1,675 

3,6 24,00 1,2 27,5 35,00 1,75 

4,1 26,00 1,3 47,5 37,50 1,875 
5,0 27,50 1,375 71,87 40,0 2,0 
6,5 29,00 1,45 140 44,0 2,2 

8,75 30,00 1,50    

 
На конце стержня  x=0 действует не-

стационарная нагрузка 
 

.0)(),0(1 == xприtftσ        (4.1) 
 
Другой конец стержня х = l жёстко 

закреплён, т.е. 
 

.0),(2 lxприtlv ==        (4.2) 
 
На контактной границе стержней 

принято условие неразрывности вектора 
скорости частиц и напряжения  

 

( ) ( ) ( ) ( ).,,,,, 12111211 tlvtlvtltl == σσ      (4.3) 
 
Здесь l = l1 + l2 – общая длина 

стержня, l1, l2 – длины соответствующих 
стержней. 

Стержень в начальный момент вре-
мени находится в состоянии покоя 
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При t>0 от начального сечения x=0 

начинает распространяться возмущение 
со скоростью упругих волн. Перед фрон-
том волны точки стержня находятся в  со-
стоянии покоя, т.е. 
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Внешняя динамическая нагрузка f(t) 

в начале до момента времени t0 линейно 
возрастает, а затем так же линейно убыва-
ет до нуля, т.е. 
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Здесь А, B – постоянные, характеризую-
щие скорости возрастания и убывания 
внешней нагрузки, t0 – время, соответ-
ствующее максимуму внешней нагрузки, 
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t1 – общее время действия внешней 
нагрузки. 

Задача сводится к интегрированию 
системы уравнений (1.3) при граничных 
условиях (4.1)-(4.3) и нулевых начальных 
условиях (4.4). Задача решалась при сле-
дующих данных: 

 

1 2

0 1

0,025; 100 ; 50 ; 3;
2; 20 0,5; 50 1,25.

h l h l l h A
B t t

τ
τ τ

= = = = = =
= = = = =

 

 
Здесь h, τ – шаг по координате и по 

времени, σs
ст=εs

ст=1, σs
ал=0,95, εs

ал=2,77 – 
пределы упругости по напряжению и де-
формации. f(t0) = 1,5 – максимальное зна-
чение внешней нагрузки.  
 

5. Анализ  
численных результатов 

На рис. 1, а представлено 
распределение напряжений по оси х для 
составного стержня алюминий-сталь в 
фиксированные моменты времени. Из 
приведённых кривых 1, 2 при t=20τ и 
t=50τ видно, что со временем t > t0 = 20τ 
стержень начинает разгружаться и по 
нему распространяется волна разгрузки, 
максимальные значения напряжений 
падают. В момент времени t=50τ 
возмущение доходит до контактной 
границы (раздела) стержней. В этот 
момент времени обширная область (18h ≤ 
х ≤ 37h) первого стержня находится в зоне 
пластических деформаций. В дальнейшем 
с ростом времени область пластических 
деформаций приближается к контактной 
границе стержней. Известно [6], что при 
увеличении акустического импеданса 
R=ρici упругих слоёв волна напряжения 
увеличивается, скорость её 
распространения снижается (при 
уменьшении акустического импеданса 
ситуация будет обратной). Этим 
обстоятельством объясняется то, что при 
прохождении возмущений в стержень с 
большей жёсткостью:  

– уровни напряжений повышаются и 
второй стержень в приведённые на 
рис.1, а моменты времени находится в 
пластически нагруженном состоянии; 

– передний фронт упругой волны в 
расчётное время не достигает нулевого 
значения (кривые 3 и 4). 

Так как уровни напряжений во 
втором стержне повышаются и 
выполняется условие равенства 
напряжений на контактной границе (4.3), 
то в менее жёстком и прочном первом 
стержне могут появиться граничные 
повреждения.  

Из-за отставания заднего фронта 
пластической волны расширяется время 
действия нагрузки в области нелинейных 
деформаций. После отражения волны от 
жёстко закрепленного конца (кривая 6) 
напряжение в зафиксированный момент 
времени t = 120τ достигает максимального 
значения и волна напряжения движется в 
обратном направлении. Отражённая от 
закреплённой поверхности волна в 
моменты времени t < 150τ (кривые 3, 4, 5, 
6 и 7) ещё не достигает контактной 
границы. Те же кривые 3, 4, 5, 6 и 7 в 
первом стержне характеризуют 
распределения напряжений в 
соответствующие моменты времени 
отражённой от контактной границы волны 
напряжений. 

В моменты времени t = 160τ, t = 200τ 
характер распределения напряжений 
определяется:  

– во втором стержне наложением 
волн, отражённых от закреплённой 
поверхности и отражённых и 
преломлённых от контактной границы; 

– в первом стержне наблюдается 
наложение отражённых от свободной 
поверхности волны, отражённой от 
контактной границы и преломлённой из 
второго стержня (отражённая от 
закреплённого конца) волны напряжений.  

На рис. 1, б представлен график 
распределения напряжений для 
составного стержня при обратном 
расположении стержней по жёсткости 
(сталь, алюминий). Здесь картина 
существенно изменилась. Все события, 
как правило, происходят в первом 
(жёстком) стержне. Пик начального 
пластического деформирования в первом 
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стержне постепено снижается, стержень 
начинает разгружаться (кривые 1 и 2). На 
переднем участке этих кривых имеется 
область постоянных напряжений, которая 
с возрастанием времени растёт. Эта 
область соответствует отставанию 
пластической волны от упругой волны. 

Волна разгрузки, последовательно разгру-
жая заданный внешний импульс, превра-
щает его в упругий сигнал в форме 
трапеции (кривые 3, 4). В соответствии с 
импедансом стержней уровни напряжений 
во втором стержне меньше, чем в первом. 

 

 
Рис. 1. Составной стержень алюминий-сталь (а) и сталь-алюминий (б).  

Распределение напряжений по оси х в фиксированные моменты времени t:  
1(20τ), 2(50τ), 3(80τ), 4(100τ), 5(110τ), 6(120τ), 7(140τ), 8(160τ), 9(200τ) 

 

  
Рис. 2.  Составной стержень алюминий-сталь (а) и сталь-алюминий (б).  

Распределение деформаций по оси х в фиксированные моменты времени t:  
1(20τ), 2(50τ), 3(80τ), 4(100τ), 5(110τ), 6(120τ), 7(140τ), 8(160τ), 9(200τ) 
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Кривая 3 демонстрирует, что 
передний фронт отражённой от 
контактной границы волны напряжений в 
первом стержне и передний фронт 
преломлённой волны напряжений во 
втором стержне находятся практически на 
равном удалении от контактной 
поверхности. В момент времени t=120τ 
(кривая 6) при отражении волны от 
закреплённого конца точки в его 
окрестности пластически деформированы. 
До момента времени t=150τ отражённые в 
первом стержне волны и преломлённые во 
втором не взаимодействуют друг с другом 
(кривые 3, 4, 5, 6, 7). При переходе 
преломлённой волны в моменты времени  
t >150τ на её состояние оказывает влияние 

отражённая волна, а на состояние первого 
стержня – преломлённая из второй 
области волна. Это обстоятельство можно 
видеть на кривых 8 и 9, соответствующих 
моментам времени t=160τ и t=200τ.  

Из рис. 2 видно, что в районе пере-
хода от слоя к слою градиент деформации 
большой и деформации практически здесь 
терпят разрыв. При переходе от мягкого 
слоя к жёсткому на границе раздела 
стержней деформация резко падает (рис. 
2, а), а при переходе из жёсткого слоя к 
мягкому слою деформация резко возрас-
тает (рис. 2, б). Это обстоятельство в не-
которой мере может быть обусловлено 
принятыми в расчётах пределами текуче-
сти материалов. 

 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а б 
 

Рис. 3. Составной стержень алюминий-сталь (а) и сталь-алюминий (б).  
Осцилограммы напряжений для сечений x:  

43h (1), 45h (2), 50h (3), 51h (4), 53h (5), 55h (6), 57h (7), 60h (8), 62h (9), 65h (10) 
 

На рис. 3, б приведены осцилло-
граммы напряжений для точек, располо-
женных в окрестности контактной грани-
цы стержней х= 43, 45, 50, 51, 53, 55, 57, 
60, 62, 65h составного стержня сталь-
алюминий. Из осциллограммы видно, что 
в точках, лежащих в отрезке (50h, 65h), 
уровни напряжений в течение определён-
ного времени держатся на постоянном 

уровне. Это состояние области постоян-
ных упругих напряжений во времени, об-
разованной волной разгрузки (сравни с 
кривой 3, 4 рис. 1, б). В рассматриваемых 
точках с момента времени t=100τ по 
t=140τ напряжения практически равны 
нулю. Это означает, что упругая волна в 
рассматриваемой точке заканчивает своё 
действие и через некоторое время 
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накладывается отражённая от 
закреплённого конца волна напряжения, 
которая вырастает до максимального 
значения, равного 1. В случае, когда волна 
возвращается к свободному концу (х=0)    
t > 150τ, напряжения в рассматриваемых 
точках для комбинации алюминий-сталь 
(рис. 3, а) могут принимать как 
отрицательные, так и положительные 
значения, в то время как для другого 
расположения стержней они принимают 
только положительные значения. 
Отмеченный результат легко объясняется 
анализом распространения волны на 
характеристической плоскости (х, t).  
Сначала рассмотрим точку x=45h (2), 
расположенную в первом стержне, а 
поведение точек 1–4 аналогичное. В 
момент времени t=45τ внешнее 
возмущение вступает в точку х=45h (2), 
заканчивает своё действие в момент 
времени t=95τ, а в момент времени t=55τ 
в эту точку вступает отражённая волна от 

контактной границы и происходит 
наложение волн, и этот процесс 
продолжится до момента времени t=105τ, 
уровень напряжения понизится, 
становится отрицательным. В момент 
времени t=145τ в эту точку вступает 
отражённая от свободного конца 
(отражённая от контактной границы волна 
отражается от свободного конца) волна, а 
в момент времени t=155τ вступает 
отражённая волна от закреплённого 
конца. Начиная с момента времени t>155τ 
происходит наложение волн, отражённых 
от свободного и закреплённого концов. 
Отражённая волна от свободного конца 
отрицательная, поэтому до момента 
времени t=185τ напряжение 
отрицательное, а затем становится 
положительным. Для точек х>51h, 
расположенных ближе к закреплённому 
сечению, картина будет обратная (смотри 
кривые 5–10). 

  
а      б 

 
Рис. 4. Составной стержень алюминий-сталь (а) и сталь-алюминий (б).  

Осцилограммы напряжений для сечений x:  
100h (1), 99h (2), 97h (3), 95h (4), 92h (5), 90h (6), 88h (7), 85h (8), 82h (9), 80h (10) 
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На рис. 4 приведены осцилограммы 
напряжений для точек, расположенных в 
окрестности закреплённого конца 
80h ≤ x ≤ 100h стержня.  

Из рис 4, а для стержня (алюминий-
сталь) видно, что максимальное значение 
напряжений превышает предел текучести 
стали в 1,5 раза, т.е. σст

max = 1,5 = 1,5σs
ст. 

Все точки указанного интервала находят-
ся в пластическом состоянии.  

Для стержня (сталь-алюминий) (рис. 
4, б) максимальное значение напряжений 
превышает предел текучести алюминия в 
1,1 раза, т.е. σал

max = 1,043 = 1,1σs
ал и об-

ласть пластических деформации, примы-
кающая к закреплённому концу, сужается, 
т.е. 90h < x ≤ 100h.  

В первом случае (алюминий-сталь) 
максимальное значение напряжений в за-
креплённом конце в 1,44 раза превышает 
максимальное значение напряжений, реа-

лизованном при другом расположении 
стержней, т.е. σст

max = 1,44σал
max. 

 
Выводы 

Результаты расчётов находятся в 
полном соответствии с общими законами 
перехода от области к области согласно 
акустическому импедансу, в том числе в 
области нелинейных деформаций.  

Расчётами показана возможность 
появления разрушений на границе кон-
такта разнородных материалов в случае 
составной конструкции с материалом 
меньшей жёсткости на материал большей 
жёсткости. 

Составная конструкция с комбина-
цией «жёсткий» материал – «мягкий» ма-
териал способствует относительно быст-
рому затуханию нелинейных эффектов в 
ней. 
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PECULIARITIES OF DISTRIBUTION OF DYNAMIC DISTURBANCES  
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The paper deals with longitudinal elastic-plastic impact on a two-layer composite rod with a fixed oppo-

site end. The composite   rod consists of a soft layer (aluminum) and a hard layer (steel), with their position vary-
ing. The condition of the continuity of the particle velocity vector and the stress is met on the contact boundary 
of the rods. To describe the wave processes the grid-characteristic method is used which makes it possible to 
construct computational algorithms on the borders of the integration area and the interfaces correctly. The inter-
action of reflected and refracted stress waves at the interface of composite rods is analyzed.. The phenomena on 
the interface of composite rods are made more complicated by their interaction with the dynamics of changing 
both the applied external load and the stress waves reflected from the boundary surfaces. As a result of numerical 
studies we have shown the possibility of damages on the interface for an aluminum-steel composite rod and rap-
id decay of non-linear effects in the case of steel-aluminum. Positioning rods with specific mechanical character-
istics in the order specified by the calculations, we found a possibility to control the level of dynamic loading of 
each individual element of the composite rod, and hence the operability of the whole composite rod. 

 
Composite rod, interface, unloading wave, reflected wave, refracted wave, yield strength. 
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