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Рассматривается перелёт на высокие околоземные орбиты с применением двухступенчатого раз-
гонного блока с последовательным расположением ступеней с химическими и электроракетными двига-
телями. Проведено моделирование для ряда схем перелётов. 

Определены области предпочтительного применения разных типов разгонных блоков с точки зре-
ния максимума массы полезной нагрузки, выводимой на целевую орбиту.  

 
Перелёт, высокая околоземная орбита, разгонный блок, химический ракетный двигатель, элек-

троракетный двигатель, масса полезной нагрузки, моделирование, оптимизация. 
 
 
В Федеральной космической про-

грамме России на 2006-2015 годы перво-
очередной задачей объявляется «развитие, 
восполнение и поддержание орбитальной 
группировки космических аппаратов в 
интересах социально-экономической сфе-
ры, науки и безопасности страны». Реше-
ние этой задачи требует развития и со-
вершенствования средств выведения кос-
мических аппаратов (КА) на целевые 
околоземные орбиты, в частности послед-
ней ступени средства выведения – разгон-
ного блока (РБ). 

В настоящее время значительное 
внимание уделяется исследованию воз-
можностей двухступенчатого РБ с после-
довательным расположением ступеней с 
химическими (ХРД) и электроракетными 
(ЭРД) двигателями. Результаты исследо-
ваний показывают, что такой РБ сможет 
выводить массу полезного груза боль-
шую, чем одноступенчатый РБ с ХРД, за 
время меньшее, чем РБ с ЭРД. 

Движение первой ступени РБ с ис-
пользованием ХРД большой тяги будем 
описывать импульсными решениями. 

Вследствие сложности решений для 
произвольного расположения в простран-

стве начальной, промежуточной и конеч-
ной орбит принято допущение, что все 
орбиты коаксиальные. Это позволяет ис-
пользовать аналитические зависимости 
для расчёта затрат характеристической 
скорости. 

Расчёт затрат характеристической 
скорости для трёхимпульсного некомпла-
нарного перелёта первой ступени РБ с 
ХРД с начальной на промежуточную ор-
биту с поворотом плоскости в апогее пе-
реходных орбит проводится по формулам: 

 
 

)1()1(/ 0101 eerV пер +−+⋅=∆ πµ ,            (1) 
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)1()1(/ 23 прперпр eerV +−+⋅=∆ πµ ,            (3) 

 
где 0πr  - радиус перигея начальной орби-
ты; перrα  - радиус апогея первой и второй 
переходных орбит (подлежит определе-
нию в процессе решения задачи из усло-
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вия минимума затрат характеристической 
скорости); прrπ  - радиус перигея проме-
жуточной орбиты; е0, епр – эксцентрисите-
ты начальной и промежуточной орбит, 
соответственно; 

)/()( 001 παπα rrrrе перперпер +−=  - эксцен-
триситет первой переходной орбиты; 

)/()(2 прперпрперпер rrrrе παπα +−=  - эксцен-
триситет второй переходной орбиты; 

0iii пр −=∆  – угол некомпланарности на-
чальной и промежуточной орбит; 
µ = 398600 км3/с2 – гравитационная по-
стоянная. 

Траектория движения второй ступе-
ни РБ с использованием ЭРД малой тяги 
определяется в результате решения ва-
риационных задач аналитическими или 
численными методами. Упрощение моде-
ли движения, отбрасывание ряда ограни-
чений позволяет получить рациональные 
управления и аналитические выражения, 
удобные в использовании при решении 
задач совместной оптимизации проектно-
баллистических параметров.  

Существующие программы управ-
ления малой тягой либо представлены 
раздельным управлением вектором тяги в 
плоскости орбиты и вне её, либо приме-
няются для перелётов между близкими 
орбитами, либо требуют решения задачи 
оптимизации многоэтапного перелёта. 
Поэтому требуется дополнительное ис-
следование рациональных программ 
управления, приводящих к совместному 
изменению элементов орбиты при перелё-
те между удалёнными орбитами, и срав-
нению этих программ с существующими 
по критерию оптимальности. 

На основании известных законов 
управления можно сформировать сле-
дующие схемы перелёта с промежуточной 
произвольной орбиты на конечную круго-
вую орбиту с использованием РБ с ЭРД: 

схема 1 – изменение промежуточной 
круговой орбиты до конечной круговой  
 

орбиты с одновременным изменением на-
клонения с постоянно включённым двига-
телем и вектором тяги, перпендикуляр-
ным радиус-вектору [1]; 

схема 2 – изменение промежуточной 
эллиптической орбиты до круговой орби-
ты с трансверсальной тягой с пассивными 
участками и с последующим изменением 
наклонения [2]; 

схема 3 – изменение промежуточной 
эллиптической орбиты до круговой орби-
ты с применением оптимального закона 
управления вектором тяги в плоскости 
орбиты и с последующим изменением на-
клонения [2]. 

В данных схемах отсутствует совме-
стное изменение элементов орбиты при 
перелёте между промежуточной эллипти-
ческой и конечной круговой некомпла-
нарными орбитами. Поэтому исследован 
перелёт между промежуточной эллипти-
ческой и конечной круговой некомпла-
нарными орбитами с совместным измене-
нием элементов орбиты, который может 
состоять из нескольких этапов в зависи-
мости от сочетания параметров начальной 
и конечной орбит. Рассмотрены три вари-
анта расположения участков тяги на вит-
ке: 1 – перелёт с постоянно включённым 
двигателем с разгонным и тормозным 
участками и с постоянным углом рыска-
ния ψ ; 2 – перелёт с одним активным и 
одним пассивным участками с постоян-
ным углом рыскания ψ ; 3 – перелёт с по-
стоянно включённым двигателем с раз-
ными углами рыскания в окрестности 
апогея αψ  и перигея πψ : 

[ ] 5,0))(cos()( ⋅++−= usignπαπα ψψψψψ . 
Во всех вариантах вектор тяги перпенди-
кулярен радиус-вектору. 

Исходная система уравнений в оску-
лирующих элементах, описывающих  
движение РБ, после перехода к эксцен-
трической аномалии Е и проведения про-
цедуры усреднения примет вид:  
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(4) 

 

где А, е, i, ω, Ω – оскулирующие элементы 
орбиты; а – модуль реактивного ускоре-
ния; απ ψψ ,  – угол рыскания в окрестно-
сти перигея и апогея, соответственно; ξ –
 половина ширины разгонного участка, α 
– ширина одного пассивного участка, знак 
«+» соответствует положению центра ак-
тивного участка в перигее, а знак «-»  – в 
апогее. 

Для варианта 1 расположения участ-
ков тяги на витке следует положить 

0, === αψψψ απ , для варианта 2 – 

παξψψψ απ =+== , , для варианта 3 – 
0, == απξ , а углы απ ψψ ,  определяют-

ся из решения задачи оптимизации. 
При условии постоянства ξ и α пер-

вые два уравнения системы (4) могут быть 
совместно проинтегрированы. Для вари-
анта 2 ( παξ =+ ) получено выражение 
изменения большой полуоси А и эксцен-
триситета е: 

,)(sin 1
1 constkeA k =⋅±⋅

ξ

ξ                         (5) 

где 
8
2sin

4
3

1
ξ

ξ +=k . 
С использованием принципа макси-

мума Понтрягина получены оптимальные 
законы управления отклонением вектора 
тяги от плоскости орбиты: 
– для непрерывной тяги с разгонным и 
тормозным участком (вариант 1) [3]: 

( )
consteeee

e
e

A

=⋅⋅++⋅−⋅−

−⋅−⋅
−⋅

⋅
⋅

))arccos(6)2(12

3(
1sin2

1

22

2 π
µψπ ;

(6) 
– для одного пассивного и одного актив-
ного участка (вариант 2): 

C
dV
di

x

=⋅
ψ2sin

1 ;                                       (7) 

– для разных углов отклонения век-
тора тяги ψα в апогее и ψπ в перигее (ва-
риант 3) [4]: 

2413 /,/ HHtgHHtg == πα ψψ ,           (8) 
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constconst
xVi == ψψ , , 

exAA AVA ψψψ ,/)2/( 00 −⋅=  – сопря-
жённые множители. 

Начальные значения сопряжённых 
множителей зависят от начальных углов 
отклонения вектора тяги от плоскости ор-
биты, которые определяются в результате 
решения краевых задач методом Ньютона. 

Моделирование показало, что затра-
ты характеристической скорости на пере-
лёт при использовании полученного зако-
на управления (8) не превышают 12% по 
сравнению с результатами, полученными 
без ограничений на ориентацию вектора 
тяги [5]. 

Из трёх исследованных вариантов 
расположения участков тяги на витке тре-
тий вариант с разными углами рыскания в 
окрестности апогея и перигея наиболее 
близок к управлению без ограничений на 
ориентацию вектора тяги, и поэтому бу-
дет использован при оптимизации про-
ектно-баллистических параметров перелё-
тов. 

Исследованы три перелёта: с низкой 
круговой орбиты высотой 200 км и накло-
нением 51,6° (космодром Байконур) и на-
клонением 5° (космодром Куру) на гео-
стационарную орбиту (ГСО) радиусом 
42164 км и наклонением 0°; с низкой кру-
говой орбиты высотой 200 км и наклоне-
нием 64,8° (космодром Байконур) на ор-
биту спутниковой системы навигации 
ГЛОНАСС радиусом 20000 км и наклоне-
нием 64,8°. 

Первый перелёт осуществляется с 
существенными изменениями высоты и 
наклонения; второй – с существенным из-
менением высоты и малым изменением 
наклонения; третий – с существенным из-
менением высоты без изменения наклоне-
ния. 

Общий перелёт представлен в виде 
двух выполняемых последовательно ма-
нёвров, соответственно, общая задача оп-
тимизации сведена к более простым зада-
чам баллистического проектирования и 
поиска максимума функции нескольких 
переменных. 

Модель массы КА с РБ в виде отно-
шения массы КА как полезной нагрузки 
(ПН) к начальной массе представлена 
произведением относительных масс сту-
пеней, которые зависят от проектных па-
раметров ступеней, характеристических 
скоростей переходов между орбитами и 
моторного времени перелёта ступени с 
ЭРД [3]. 

Для описания движения РБ принята 
система дифференциальных уравнений в 
оскулирующих элементах. 

Задача оптимизации проектно-
баллистических параметров КА с рас-
сматриваемым двухступенчатым РБ фор-
мулируется следующим образом: опреде-
лить такой вектор optyr , чтобы осущест-
вить перелёт с максимальной удельной 
массой полезной нагрузки µПН при задан-
ных времени перелёта Т и граничных ус-
ловиях кx,x 0

rr : 

 
)x,x ,xy,x(max(argy 00ПН fixefixefixeТТ ккopt ===),,=

rrrrrr
µ .                                              (9) 
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Здесь { }T
прпрпр cieA ,,,,y α=

r  – вектор 
оптимизируемых параметров, состоящий 
из большой полуоси прA , эксцентриситета 

прe  и наклонения прi  промежуточной ор-
биты; ширины пассивного участка полёта 
α для этапа преимущественного измене-
ния эксцентриситета с применением ЭРД; 
скорости истечения с рабочего тела. 

Расчёт затрат характеристической 
скорости на перелёт первой ступени РБ с 
ХРД, одно- и двухступенчатого РБ с ХРД 
проводился согласно (1) – (3). 

Для перелёта второй ступени РБ с 
ЭРД с промежуточной орбиты на конеч-
ную круговую орбиту рассмотрены схе-
мы, проанализированные ранее : 

схема 1 - вектор оптимизируемых 
параметров имеет вид: { }T

прпр ciA ,,y =
r ; 

схема 2 - вектор оптимизируемых 
параметров имеет вид: 

{ }T
прпрпр cieA ,,,,y α=

r ; 
схема 3 - вектор оптимизируемых 

параметров имеет вид: { }T
прпр ciA ,,y =

r . 
Введена схема 4, соответствующая 

варианту 3 расположения участков разной 
тяги на витке и оптимальному закону  
 
 

управления вектором тяги (8). Вектор оп-
тимизируемых параметров имеет вид: 

{ }T
прпрпр cieA ,,,y =

r . 
Для сравнения рассмотрены также 

схемы перелётов между круговыми не-
компланарными орбитами с использова-
нием только одного из типов двигателя 
(ХРД или ЭРД): 

схема 5 - перелёт одноступенчатого 
РБ с ЭРД ( ЭРДПН µµ = ). Оптимизируется 
только скорость истечения ( c=yr ), по-
скольку отсутствует промежуточная ор-
бита; 

схема 6 - перелёт одноступенчатого 
РБ с ХРД ( ХРДПН µµ = ); 

схема 7 - перелёт двухступенчатого 
РБ с ХРД ( 21 ХРДХРДПН µµµ ⋅= ). 

Задача оптимизации решалась с 
применением численного метода поиска 
максимума функции нескольких перемен-
ных, а именно: модифицированного мето-
да Хука-Дживса, дающего быструю схо-
димость вычислительного процесса. 

Оптимизация проведена для проект-
но-баллистических параметров перелёта 
на примере КА с характеристиками, при-
ведёнными в табл. 1. 

Таблица 1. Характеристики РБ  

сухγ , кг/кг СПХ
ХРДγ , кг/кг ХРДс , м/с Д

ЭРДγ , кг/Н СПХ
ЭРДγ , кг/кг ЭУγ , кг/кВт 

1⋅10-4 0,06 3755 40 0,5 50 
 
 

0,100

0,120

0,140

0,160

0,180

0,200

0,220

0,240

0,260

40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

µ ПН

Т, сут.

1

3

2

4

5
6

7

А

B
C

D

165  
Рис. 1. Зависимость относительной полезной нагрузки от времени перелёта Т  

для различных РБ и схем перелёта на ГСОс ∆i= 51,6° 
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Рис. 2. Зависимости радиуса апогея, радиуса перигея и наклонения 

от времени перелёта Т для различных РБ и схем перелёта на ГСО с ∆i= 51,6° 
 
Результаты расчётов перелёта с кос-

модрома Байконур на ГСО представлены 
на рис. 1, 2 в виде графиков зависимости 
относительной массы полезной нагрузки 
µ ПН и баллистических параметров: ра-
диуса апогея Rα, радиуса перигея Rπ и на-
клонения прi  промежуточной орбиты. Но-
мера зависимостей соответствуют номе-
рам схем перелёта. 

Из рис. 1 следует, что существую-
щий одноступенчатый РБ с ХРД «Бриз» 
[6] является наилучшим до времени T = 42 
сут. (точка A) по сравнению с комбиниро-
ванным РБ. До времени перелёта Т = 60 
сут. (точка B) наилучшим является двух-
ступенчатый РБ с ХРД. Далее до времени 
T = 88 сут. (точка C) наилучшим является 
двухступенчатый РБ с последовательным 
применением ХРД и ЭРД при второй схе-
ме перелёта. Далее до времени T = 164 
сут. (точка D) наилучшим является тот же 
двухступенчатый РБ при четвёртой схеме 
перелёта. При большем времени перелёта 
наилучшим является одноступенчатый РБ 
с ЭРД.  

Из рис. 2 видно, что для схем 2, 3, 4 
промежуточные орбиты являются эллип-
тическими, сильно вытянутыми. Для схе-
мы 3 наклонение промежуточной орбиты 
остаётся постоянным и равным наклоне-
нию конечной орбиты. Для схем 1, 2, 4 
наклонение промежуточной орбиты при-
ближается к наклонению начальной орби-

ты при временах перелёта, равных 85, 120 
и 140 суткам, соответственно. 

Моделирование перелёта с космо-
дрома Байконур на ГСО показало: 
 - с точки зрения максимума относитель-
ной полезной нагрузки до времени 
Т = 60 сут. наилучшим является двухсту-
пенчатый РБ с ХРД, до времени 
Т = 88 сут. - двухступенчатый РБ с ХРД и 
ЭРД при второй схеме перелёта, до вре-
мени перелёта Т = 164 сут. - тот же РБ при 
четвёртой схеме перелёта, а при большем 
времени перелёта наилучшим становится 
одноступенчатый РБ с ЭРД; 
 - максимальный выигрыш в массе полез-
ного груза от использования комбиниро-
ванного РБ по сравнению с существую-
щими способами выведения может соста-
вить 43 %, а именно: 1500 кг для ракеты-
носителя (РН) «Протон» и 500 кг для 
РН «Союз». 

Моделирование перелёта с космо-
дрома Куру на ГСО показало: 
- с точки зрения максимума относитель-
ной полезной нагрузки до времени 
Т = 46 сут. наилучшим является двухсту-
пенчатый РБ с ХРД, до времени 
Т = 68 сут. - комбинированный РБ при 
первой схеме перелёта, с которой практи-
чески совпадают вторая и четвёртая схе-
мы с вырождением промежуточной эл-
липтической орбиты в круговую, а при 
большем времени перелёта наилучшим 
становится одноступенчатый РБ с ЭРД; 
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- максимальный выигрыш в массе полез-
ной нагрузки от использования комбини-
рованного РБ может составить до 35 %. 

Моделирование перелёта с космо-
дрома Байконур на орбиту спутниковой 
системы радионавигации ГЛОНАСС по-
казало: 
- с точки зрения максимума относитель-
ной полезной нагрузки до времени 
Т = 30 сут. наилучшим является двухсту-
пенчатый РБ с ХРД, до времени 
Т = 51 сут. - комбинированный РБ при 
первой схеме перелёта, с которой практи-
чески совпадают вторая и четвёртая схе-
мы с вырождением промежуточной эл-
липтической орбиты в круговую, а при 
большем времени перелёта наилучшим 
становится одноступенчатый РБ с ЭРД; 
- максимальный выигрыш в массе полез-
ной нагрузки от использования комбини-
рованного РБ может составить до 20 %. 

При перелёте на орбиту ГЛОНАСС 
изменения наклонения не требуется, и со-
ответственно, промежуточная орбита вы-
рождается в круговую, высота которой 
при увеличении времени перелёта плавно 
уменьшается от высоты конечной орбиты 
до высоты начальной орбиты. 

Для всех перелётов: 
- скорости истечения для ЭРД при-

мерно одинаковы и при увеличении вре-
мени перелёта плавно увеличиваются по 
зависимостям, близким к линейной зави-
симости; 

- скорость истечения двухступенча-
того РБ с ЭРД незначительно больше ско-
рости истечения одноступенчатого РБ с 
ЭРД, а требуемая мощность двухступен-
чатого РБ меньше требуемой мощности 
одноступенчатого РБ. 

Таким образом, определены области 
предпочтительного применения разных 
типов разгонных блоков. При определён-
ном времени перелёта существует выиг-
рыш в массе выводимого на целевую ор-
биту КА при использовании двухступен-
чатого РБ с последовательным использо-

использованием ХРД и ЭРД по сравнению 
с РБ, использующими только ХРД или 
ЭРД. Этот выигрыш растёт при увеличе-
нии разницы в наклонении или высоте 
между начальной и целевой орбитами. 
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A flight to high near-earth orbits using a two-stage booster with a sequential arrangement of stages with 
chemical and electro-rocket engines is discussed in the paper. Simulation for a number of flight schemes is pre-
sented. Areas of preferential application of different types of boosters are determined in terms of maximum pay-
load mass placed on the target orbit. 
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