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Рассматривается движение космического аппарата как твёрдого тела, соединённого вязкоупругим 
тросом с космическим буксиром в центральном гравитационном поле. На основе формализма Лагранжа 
получены уравнения пространственного движения космического аппарата и орбитального движения 
центра масс системы в оскулирующих элементах. Изучено влияние на движение  космического аппарата 
параметров системы и начальных условий движения. Показана возможность  существования 
критических режимов движения, приводящих к запутыванию троса. 

 
Космический буксир, упругий трос, твёрдое тело, центральное гравитационное поле, оскулирую-

щие элементы. 
 
 

1. Введение 
Статья посвящена изучению про-

странственного движения космического 
аппарата (КА) как твёрдого тела на тросо-
вой связи с КА-буксиром. Динамике твёр-
дого тела в космическом пространстве по-
священо большое число работ. Отметим, в 
частности, монографию Белецкого В.В. 
[1] об орбитальном движении космиче-
ских аппаратов относительно центра масс, 
монографии Ярошевского В.А. [2] и Ас-
ланова В.С. [3] о движении твёрдого тела 
в атмосфере. Движение КА относительно 
центра масс на упругой связи в составе 
космической тросовой системы рассмат-
ривалось в работах Асланова В. С. [4,5,6], 
Асланова В. С. и Ледкова А. С. [7], Асла-
нова В. С. и Стратилатова Н. Р. [8], Забо-
лотнова Ю. М. и Наумова О. Н. [9]. В этих 
работах описана и проанализирована си-
туация, когда одно из концевых тел тро-
совой системы совершает заданное орби-
тальное движение.  

В представленной статье рассматри-
вается движение тросовой системы, когда 
одно из тел системы – КА-буксир являет-
ся активным, оказывающим влияние как 
на движение всей системы, так и на дви-
жение вокруг центра масс твёрдого тела – 
пассивного КА. Это необходимо при де-
тальном исследовании динамики системы 

в целом и отдельных её элементов. На ос-
нове формализма Лагранжа формируются 
уравнения пространственного движения 
твёрдого тела на вязкоупругом тросе во-
круг центра масс тела и относительно 
центра масс всей системы, а оскулирую-
щие элементы используются для изучения 
эволюции орбиты системы. Предложен-
ный в работе выбор обобщённых коорди-
нат позволяет упростить анализ относи-
тельного движения  пассивного КА и тро-
са. 

 
2. Уравнения движения 

Будем рассматривать активный КА в 
виде материальной точки, пассивный КА 
как осесимметричное твёрдое тело, а трос 
упруговязким и невесомым. Предполага-
ем, что центры масс тел в процессе дви-
жения остаются в плоскости орбиты. Для 
построения математической модели ис-
пользуются четыре правые системы коор-
динат:  

1. Инерциальная система координат 
O′xpypzp, расположенная в точке перицен-
тра с плоскостью O′xpyp, совпадающей с 
плоскостью орбиты, осью O′yp, совпа-
дающей с прямой, проведённой через 
центр притяжения и перицентр и осью 
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O′xp, направленной по вектору орбиталь-
ной скорости в перицентре.  

2. Подвижная орбитальная система 
координат Oxoyozo с началом в центре масс 
системы, осью Oyo, направленной от при-
тягивающего центра и осью Oxo, лежащей 
в плоскости орбиты и направленной в 
сторону направления орбитальной скоро-
сти.  

3. Подвижная система координат 
Сxcyczc с началом координат в центре масс 
пассивного КА: ось Cxc направлена по 
прямой, соединяющей центры масс пас-
сивного и активного КА, ось cCy  парал-
лельна плоскости Oxoyo.  

4. Четвёртая система координат Cxyz 
является главной центральной системой 
координат пассивного КА (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Схема тросовой системы 

 
Для построения уравнений движе-

ния системы вокруг центра масс будем 
использовать формализм Лагранжа, а для 
уравнений движения центра масс системы 
– оскулирующие элементы.  

 
2.1. Уравнения движения вокруг 

центра масс 
Для определения положения систе-

мы относительно общего центра масс и 
положения пассивного КА относительно-

го собственного центра масс выберем 
следующие обобщённые координаты: 

1q α≡  – угол поворота системы коорди-
нат Сxcyczc относительно Oxoyozo вокруг 
оси Ozo (рис. 1); 2q s≡  – расстояние меж-
ду центрами КА; 3 4 5, ,q q qψ θ ϕ≡ ≡ ≡  – 
углы, задающие положение базиса Cxyz, 
связанного с твёрдым телом, относитель-
но базиса Cxcyczc. Уравнения движения 
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запишем в форме уравнений Лагранжа II-
го рода [10]: 

 

, 1,...5.i
i i

d T T Q i
dt q q

∂ ∂
− = =

∂ ∂&            
(1) 

Кинетическая энергия системы 
имеет вид:  

,vT T Tω= +
            

(2) 
где Tv, Tω – кинетические энергии посту-
пательного и вращательного движений, 
соответственно.  

Кинетическую энергию поступа-
тельного движения будем определять в 
виде: 

2 2
1 1 2 2 ,
2 2v

m v m vT = +
            

(3) 

где индекс 1 отвечает активному КА, ин-
декс 2 – пассивному КА.  

Абсолютная скорость центров масс 
КА определяется как сумма скорости цен-
тра масс системы и скорости движения 
центров масс КА относительно центра 
масс системы: 

0 / , 1,2,i id dt i= + =v v R%
           

(4) 

где /id dtR%  – локальная производная ра-
диус-вектора положения i-го КА относи-
тельно центра масс системы в орбиталь-
ном подвижном базисе.  

Координатный столбец вектора ско-
рости центра масс системы vo в проекциях 

на оси орбитальной подвижной системы 
координат определяется следующим обра-
зом: 

0

1 cos
sin ,
0

e
e

p
v

ϑ
µ

ϑ
+ 

 =  
              

(5) 

где  – угол истинной аномалии, p – фо-
кальный параметр, e – эксцентриситет ор-
биты, µ – гравитационный параметр. Ра-
диус-векторы пассивного и активного КА 
относительно центра масс системы в про-
екциях на оси Oxoyozo имеют вид: 
 

1 1

2 1 1 1

cos cos
sin , sin ,
0 0

s s
s s

α α
α α

−   
   = =   
      

R R
          

(6) 

 
 

2 1
1 2

1 2 1 2

, ,m ms s s s
m m m m

= =
+ +

          (7) 

 
где s1, s2 – расстояния от центра масс сис-
темы до центров масс КА 1 и 2, соответ-
ственно; s – расстояние между центрами 
масс КА. Дифференцируя (6) с учётом 
формул (3), (4) и (7), получим кинетиче-
скую энергию поступательного движения: 

 

( )( )
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( ) ( )
( )
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2
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+
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  (8) 

 
Для определения кинетической 

энергии вращательного движения Tω  в 
выражении (2) найдём абсолютную угло-
вую скорость твёрдого тела как сумму уг-
ловой скорости базиса c c cCx y z  и угловой 
скорости тела относительно этого базиса:  

 
2 2 .c c= +ω ω ω              (9) 

 

Угловая скорость базиса Cxcyczc оп-
ределяется изменением угла α и угла ис-
тинной аномалии ϑ : 

0 ( ),c α ϑ= −ω k &&            (10) 
где k0 – орт оси Сzo базиса Oxoyozo. Угло-
вая скорость твёрдого тела относительно 
собственного базиса Cxcyczc записывается 
следующим образом [11]: 
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2

cos
cos sin sin
sin sin cos

c

ϕ ψ θ
θ ϕ ψ θ ϕ
θ ϕ ψ θ ϕ

+ 
 = + 
 − + 

ω
& &
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         (11) 

 
Кинетическая энергия вращательно-

го движения твёрдого тела относительно 
центра масс определяется как 

2 22 .c cTω = ⋅ ⋅ω J ω            (12) 
 
Для осесимметричного твёрдого тела с 

двухосным эллипсоидом инерции 
J=diag(A, B, B) с учётом (8)–(10) и (11) 
выражение Tω  примет вид: 

 

( )( )[
( )( )
( )( ) ].sincossin)sinsincoscos(cos

cossinsin)sincoscossin(cos

coscossin
2
1

2
2

2
2
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φθφθψψφψφθϑα
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Обобщённые силы включают в се-

бя силу тяги реактивного двигателя, при-
ложенную к активному КА, силу натяже-
ния троса и центральную гравитационную 
силу. Cилу натяжения троса определим 
как 

0( ) ,t v t tF H c l l k l = − + 
&   

где l – длина троса, lo – свободная длина 
троса, ct – жёсткость троса, kt – коэффици-
ент демпфирования троса; функция Хеви-
сайда: 

0

0

0, ,
1, .v

l l
H

l l
≤

=  >
 

Радиус-вектор R12, соединяющий 
точку крепления троса на твёрдом теле с 
активным КА, определяется следующим 
образом: 

12 2 1,= + −R R ρ R     
где ρ – радиус-вектор точки крепления 
троса на твёрдом теле относительно его 
центра масс. 

Длина троса в общем случае равна  
 

2 2
12 2 [ cos sin ( sin cos )] .x y zl s s ρ θ θ ρ ϕ ρ ϕ ρ= = − + + +R    

 
Будем считать, что длина троса l 

существенно больше модуля вектора ρ: 
( ),cossinsincos ϕρϕρθθρ яyxsl +−−≈

 

скорость деформации троса равна  
( )[ ]

( ).cossinsin

coscossinsin

ϕρϕρθϕ

θϕρϕρθρθ

yz

zyxsl
−+

++−⋅+=

&

&&&
 

 
Вектор силы натяжения троса, дей-

ствующий на тела 1 и 2, определим сле-
дующим образом: 

2 1t t cP= − =F F i  ,  
где ic – орт оси Cxc. Радиус-вектор точки 
приложения силы натяжения троса на 
пассивном КА равен: 

2 2t = +r r ρ .   

Точка приложения силы натяжения 
троса на первом теле определяется ради-
ус-вектором 1 1t =r r .  

Обобщённые силы записываются с 
помощью выражения [10]: 

1 2 1
1 2 1

1 2
1 2 , 1...7,

t t
i t t

i i i

g g
i i

Q
q q q

i
q q

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ +

∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ ⋅ + ⋅ =
∂ ∂

r r rF F F

r rF F
  

где F1 – активная сила; Fg1, Fg2 – силы 
притяжения, действующие на тела 1 и 2: 

3 , 1, 2.i
gi i

i

m i
r

µ
= − =F r   

Найденное значение кинетической 
энергии системы и обобщённые силы по-
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зволяют сформировать уравнения движе-
ния рассматриваемой системы.  

2.2. Уравнения движения центра 
масс системы 

Для записи уравнений движения 
центра масс системы воспользуемся оску-
лирующими элементами [12]. Для возму-
щающей орбиту силы F1=ioP, действую-
щей вдоль оси Oxo орбитальной подвиж-
ной системы координат, уравнения 
движения примут вид: 

01 1 sin ,x
rd p a

dt e p
ω

ϑ
µ

 
= + 

   
0 0, ,const i i constΩ = Ω = = =  

02 / ,x
dp a p m
dt

r=
 

,cos1 00
















++= ϑ

µ p
r

p
repa

dt
de

x

 

,sin11 0
2

0

ϑ
µ

µϑ








+−=

p
rp

e
a

r
p

dt
d

x  

где ω  – аргумент перицентра, Ω – долгота 
восходящего узла, i – наклонение орбиты, 
p – аргумент перицентра, e – эксцентриси-
тет орбиты, ϑ  – угол истинной аномалии, 

1 2/ ( )xa P m m   – проекция на ось Oxo 
возмущающего ускорения.  

 
3. Численное моделирование 
С целью изучения влияния началь-

ных условий и параметров системы на её 
поведение рассмотрим четыре случая, от-
личающиеся начальными значениями рас-
стояния между КА, начальной угловой 
скоростью пассивного КА и его момента-
ми инерции.  

Пусть на КА-буксир действует по-
стоянная сила, направленная в сторону, 
противоположную оси Ox0: P = – 1 Н. 
Система имеет следующие неизменные 
параметры: B = C = 15000 кг⋅м2, m1 = 500 
кг, m2 = 3000 кг, ρx = 1 м; ct = 83 ГПа, 
kt = 0,1 Н⋅с/м, l0 = 200 м, µ = 3.987⋅1014  и 
элементы орбиты: eo = 0.01, po = 6871 км,  
io = π/3, Ωo = 0, ωο = π/2, 0 0  . Во всех 
рассматриваемых случаях в начальный 
момент угол между осью симметрии 

твёрдого тела и прямой CC1 θ0 = π/3, угол 
αo = 0 и 0θ ψ= =& & .  

 
3.1. Движение твёрдого тела при 

постоянно натянутом тросе и начальной 
угловой скоростьи 05,00 =ϕ&  с-1, момент 
инерции A = 3500 кг⋅м2 

Пусть система совершает движение 
при постоянно натянутом тросе: l>lo. 
График изменения угла нутации θ  на про-
тяжении половины орбитального периода 
приведен на рис. 2. Начальная угловая 
скорость пассивного КА φ0 приводит к 
возникновению гироскопического эффек-
та, что при наличии возмущающей силы 
натяжения троса вызывает увеличение уг-
ла θ. На рис. 3 представлен график изме-
нения высоты орбиты под действием си-
лы, приложенной к КА-буксиру.  

 
 

 
Рис. 2. Изменение угла θ  по времени  

для первого случая 
 
 

 
Рис. 3. Изменение высоты орбиты по времени 

для первого случая в течение 
 4 орбитальных периодов 

 
3.2. Движение твёрдого тела при 

периодических ослаблениях троса 
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Рассмотрим случай, когда начальное 
расстояние между телами меньше свобод-
ной длины троса so=190 м. Трос воздейст-
вует на пассивный КА в течение коротких 
промежутков времени. Импульсные воз-
действия троса приводят существенным 
изменениям угла θ,  и этот угол может 
превысить некоторое критическое значе-
ние θ∗ (рис. 4), которое определяется 
формой пассивного КА. 

 

 
 

Рис. 4. Изменение угла θ  по времени  
для второго случая 

 
3.3. Движение твёрдого тела при 

постоянно натянутом тросе и большем 
моменте инерции пассивного КА 

Рассмотрим случай, отличающийся 
от первого большим значением продоль-
ного момента инерции КА: A=12000 кгм2. 
Как показано на рис. 5, увеличение кине-
тического момента пассивного КА приво-
дит к большему отклонению угла θ   от 
начального значения. Как и во втором 
случае, значение угла θ в процессе движе-
ния превышает некоторое критическое 
значение θ*. 

 

 
 

Рис. 5. Изменение угла θ  по времени  
для третьего случая 

3.4. Движение твёрдого тела при 
постоянно натянутом тросе и начальной 
угловой скорости 1,00 =ϕ&  с-1 

Результаты численного моделирова-
ния, представленные на рис. 6, показыва-
ют, что при увеличении начальной угло-
вой скорости собственного вращения КА 
в два раза по сравнению с первым случаем 
наблюдаются эффекты аналогичные тем, 
что представлены на рис. 5.  

Таким образом, при некоторых зна-
чениях начальной угловой скорости соб-
ственного вращения пассивного КА, ве-
личины продольного момента инерции и 
начального натяжения троса могут возни-
кать режимы движения, когда угол между 
линией троса и продольной осью КА пре-
вышает некоторое критическое значение 
θ*, что может привести к зацеплению тро-
са за элементы конструкции КА.  

 

 
 

Рис. 6. Изменение угла θ  по времени  
для четвёртого случая 

 
4. Заключение 

На основе формализма Лагранжа по-
строена математическая модель движения 
тросовой системы, состоящей из пассив-
ного КА, вязкоупругого троса и космиче-
ского буксира в центральном гравитаци-
онном поле. Анализ результатов числен-
ного моделирования показывает, что при 
буксировке КА необходимо учитывать его 
движение вокруг центра масс. В процессе 
движения пассивного КА возможны ре-
жимы движения, приводящие к большим 
колебаниям продольной оси КА, что мо-
жет привести к запутыванию троса. Эти 
режимы определяются с начальными ус-
ловиями движения и параметрами букси-
руемого КА.  
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The motion of spacecraft as a rigid body connected to a space tow with a viscoelastic tether in the cen-
tral gravitational field is discussed in the paper. The equations of spacecraft spatial motion and the orbital motion 
of the system’s center of mass in osculating elements are obtained on the basis of Lagrange formalism. The in-
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