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Рассматривается задача определения максимальной амплитуды гармонических колебаний при ма-

лом внешнем многозначном воздействии. Для её решения строится усреднённое дифференциальное 
включение, которое взаимно аппроксимирует исходную систему по медленным переменным на проме-
жутке времени ]/1,0[ µ , µ  – малый параметр. Возникает задача вычисления предела максимального 
среднего для периодической функции, которая решается приближённым методом. 

 
Колебательная система, предел максимального среднего, дифференциальное включение. 

 
Рассмотрим колебательную систему, 

находящуюся под воздействием малой 
внешней периодической силы с постоян-
ной амплитудой. Исследуем ситуацию, 
когда фазовый угол внешней силы «плы-
вёт» и известна лишь оценка скорости его 
изменения. Для этой системы рассмотрим 
задачу Коши: 

 
,cos2 γµω Axx =+&&  0)0( xx = , 1)0( xx =& , (1) 

),,,(],[ 21 γµωωγ xtH+∈&  0)0( y=γ , 
 
где ω  – собственная частота колебаний, 

0>A  – амплитуда внешней силы, µ  – 
малый параметр, 210 ω<ω< , ),,( γxtH  – 
ограниченное измеримое по t  и липшице-
во по x , γ  многозначное отображение. 
Решения дифференциального включения 

],[ 21 ωωγ ∈&  рассматриваются в смысле 
Каратеодори. 

Поставим задачу вычисления мак-
симальной амплитуды |)(|max tx

t
 на от-

резке µ/10 ≤≤ t . 
Заменой  переменных 

)(cos)( ttax ψ= , )(sin)( ttax ψω−=& , 
)()( ttt θωψ +=  переводим исходную за-

дачу (1) к переменным )(ta , )(tθ  [1]. По-
лучаем 
















===

+∈

−=

−=

,)0(,)0(,)0(

)),(),(cos)(,(],[

),(cos)(cos
)(

),(cos)(sin

000

21

yaa

tttatH

tt
ta
A

ttAa

γθθ

γψµωωγ

γψ
ω

µθ

γψ
ω

µ

&

&

&

   (2) 

где )x/xarctan( 010 ω−=θ , 000 cos/ θxa = . 
Система (2) может быть переписана в ви-
де 
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где ))(),(( ttaz θ=  – медленные, t , )(tγ  – 
быстрые переменные. Рассмотрим эволю-
цию медленных переменных z  на асим-
птотически большом промежутке времени 

]/1,0[ µ , 0>µ . Сопоставим системе (3) 
усреднённое дифференциальное включе-
ние 

)(0 ξµξ F∈& ,   0)0( ξ=ξ ,           (4) 
где )(: 22

0 RKvRF →  - совокупность не-
пустых компактных выпуклых множеств 
из 2R , ),( 21 ξξξ = , ),( 000 θ=ξ a . Диффе-
ренциальное включение (4) взаимно ап-
проксимирует систему (3) по медленным 
переменным [2] (на асимптотически 
большом промежутке времени), если 

0>∀ε  00 >∃µ  ],0( 0µµ ∈∀  и произволь-
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ного решения ),( µtz , )(tγ  задачи (3) най-
дётся решение )( tµξ  задачи (4) такое, что  

εµξµ <− )(),( ttz   ]/1,0[ µ∈∀t ,          (5) 
и, наоборот, для любого решения )( tµξ  
задачи (4) существует решение ),( µtz , 

)(tγ  задачи (3), для которого имеет место 
оценка (5). 

Для построения правой части ап-
проксимирующей задачи (4) применяем 
технику опорных функций [2, 3]. 

Потребуется порождающая система, 
которая получается из (3), если принять 

0=µ , а в качестве начальных условий в 
момент времени 0=t  рассматривать про-
извольные значения ),(~

210 ξξ=z , R∈1ξ , 
R∈2ξ  и :Ry~0 ∈  

0=z& ,  0
~)0( zz = , 

],[ 21 ωωγ ∈& , 0
~)0( y=γ . 

Отсюда 1)( ξ=ta , 2)( ξθ =t . 
Опорная функция множества 

),( 210 ξξF  в направлении вектора 
),( 21 ηηη =  сводится к вычислению пре-

дела максимального среднего вида 
=)),,(( 210 ηξξFc  

( )∫
∆

∞→∆ ∆
=

0
00 ,),),(,~,~(1suplim dtttaFc ηγθ

γ
 

где точная верхняя грань вычисляется по 
всем решениям типа Каратеодори задачи 

],[ 21 ωωγ ∈& , 0
~)0( y=γ . 

Опорную функцию множества 
),( 21 FFF = , в рассматриваемом случае 

сводящегося к точке, на решениях порож-
дающей системы представим в виде 

( ) ==
∈

ηηγξξ ,sup),),(,,(( 21 fttFc
Ff
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Тогда опорная функция к множеству 
),( 210 ξξF  определяется соотношением 

=)),~,~(( 000 ηθaFc  

∫
∆

∞→∆ ∆
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0
00 ),~,~),(,(1suplim dtattfB ηθγ

γ
, (6) 

где γϕωηθγ cos)sin(),~,~),(,( 000 +−= tattf , 
],[ 21 ωωγ ∈& , 0

~)0( y=γ , 
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Отметим, что поскольку функция f  
непрерывная, а компакт 2

21 ],[}1{ R⊂× ωω  
является невырожденным (не содержится 
в подпространстве размерности единица), 
то предел максимального среднего (6) су-
ществует и не зависит от начальных усло-
вий, более того существует и оптимальное 
решение задачи (6) [4]. Обозначим значе-
ние предела (6) через M . Положим 

01
~a=ξ , 02

~
θξ = . Тогда выражение для 

опорной функции к ),( 210 ξξF  примет вид 
2

1
2
2

2
1210 /)),,(( ξηη

ω
ηξξ +=

AMFc . 

Известно, что такую же опорную 
функцию имеет эллипс [3]: 

{ }1)/()/(:),( 2
2

2
121 ≤+= bxaxxxF , 

2
2

2
1 )()(),( ηηη baFc += . 

Получаем, что множество скоростей 
изменения медленных переменных 

),( 210 ξξF  есть эллипс: 
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Таким образом, правая часть в ус-
реднённом дифференциальном включении 
(4) определена. 

Покажем, что для задачи (4) 
01 /)( aAMtt +≤ ωµξ  на µ/10 ≤≤ t . 

В силу того, что скорость изменения 
)(1 tξ  не превосходит правой полуоси эл-

липса ωµξ /1 AM≤& , то наибольшее )(1 tξ  
найдём, выбрав следующий селектор из 
эллипса ),( 210 ξξF : 
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Следовательно, ,/)( 01 aMAtt += ωµξ  
.0θθ =  Получаем, что на промежутке 

]/1,0[ µ∈t  01 /)( aMAtt +≤ ωµξ . 
Так как дифференциальное включе-

ние (4) взаимно аппроксимирует систему 
(3) по медленным переменным, то есть 

0>∀ε  00 >∃µ  ],0( 0µµ ∈∀  
εµξµ <− )(),( 1 tta , εµξµθ <− )(),( 2 tt  

]/1,0[ µ∈∀t , тогда для задачи (1) имеем 
ε++ωµ≤= 0tt

a/MAt)t(amax|)t(x|max .    (7) 

Для сравнения приведём выражение 
для амплитуды в случае резонансного 
воздействия внешней силы на колеба-
тельную систему, в частности, если в за-
даче (1) 0),,( =γxtH  и ωγ =& , то 

0ˆ/)2/1(|)(| aAttx +≤ ωµ .           (8) 
В формуле (7) присутствует значе-

ние предела максимального среднего M  
функции f . Для вычисления M  примем 

1=ω . В силу независимости значения 
предела M  от начальных условий функ-
ция имеет вид: 

)(cossin))(,( ttttf γ−=γ  
и является π2 -периодической по пере-
менным t , γ . Оценим предел, используя 
метод, предложенный в [5]. Для этого вве-
дём максимальное среднее на :]2,0[ π  

[ ) ∫−=
∈

π

γπ

π γ
π

2
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2 )(cossin
2
1supsup
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dtttBM
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,(9) 

],[ 21 ωωγ ∈& , 0
~)0( y=γ . Тогда справедлива 

оценка предела :M  
ππ κ 22 MMM ≤≤− , 

где )/(2 12 ωωκ −= C , 112 >− ωω , 
),(max

,
γ

γ
tfC

t
= . Для рассматриваемой 

функции 1≤C , следовательно, 
)/(2 12 ωωκ −= . 

Для приближённого вычисления 
максимального среднего (9) разработан 
численный метод, основанный на прин-
ципе максимума Понтрягина для задачи 
со свободным концом [6]. Согласно этому 
принципу, оптимальным решением задачи 
(9) является решение следующей краевой 
задачи на отрезке ]2,0[ π : 

,0)2(),,( =πγ
γ∂
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−= ptfp&
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Решения этой краевой задачи содержатся 
в совокупности решений задачи Коши на 
отрезке :]2,0[ π  
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Для определения оптимального управле-
ния в (9) численно решается задача (10), 
которая имеет вид: 
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π2y  выбирается из отрезка ]2,0[ π  в силу 
π2 -периодичности функции ))(,( ttf γ . 
Заметим, что равенство 0)( =tp  в данной 
задаче реализуется на множестве меры 
нуль (по Лебегу) из отрезка ]2,0[ π . Пред-
ложенный метод реализован программно 
в среде Delphi. Некоторые результаты вы-
числений представлены в табл. 1 ( π2~M  – 

значение максимального среднего π2M , 
вычисленное программно). 

 
Таблица 1. Результаты вычислений 

1ω  2ω  κ  
π2~M  κπ −2~M  

8 0.25807 0.56333 0.30526 0.25 
128 0.01566 0.52941 0.51375 

8 0.26667 0.55146 0.28479 0.5 
128 0.01569 0.52497 0.50928 

8 0.27586 0.47526 0.19940 0.75 128 0.01572 0.47215 0.45643 
 
Примечание: Результаты приведены 

без учёта резонансных случаев для задачи 
(1), содержащихся в отрезке ].,[ 21 ωω  
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Отметим,  что  при 
]128,25.0[],[ 21 =ωω  величина M  из пра-

вой части (7), как видно из табл. 1, оцени-
вается снизу числом 51375.0 , что превос-
ходит коэффициент  2/1 , который при-
сутствует в выражении для главного резо-
нанса (8). 
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The paper deals with the task of determining maximum amplitude of harmonic oscillations with a small 

external many-valued perturbation. An averaged differential inclusion is constructed in order to solve it using the 
method of support functions. It mutually approximates the initial system on slow variables over the time interval 

]/1,0[ µ , where µ  is perturbation. The problem of calculating the maximum average for the periodic function 
arises which is solved by an approximate method. 
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