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Представлены методики конечно-элементного моделирования виброакустических характеристик 

трубопроводов при их нагружении пульсирующим потоком жидкости. Первая методика разработана для 
случая трубопровода с осевой линией, лежащей в одной плоскости, и основана на использовании семи-
узловых конечных элементов. Методика моделирования трубопроводов сложной пространственной кон-
фигурации с осевой линией, не лежащей в одной плоскости, предусматривает использование линейных 
конечных элементов. Разработанные методики программно реализованы и показали существенное сни-
жение вычислительных затрат по сравнению с ранее известными. Проведена оценка сходимости резуль-
татов моделирования с экспериментальными данными. 

 
Трубопровод, виброакустические характеристики, пульсации рабочей жидкости, вибрация, ко-

нечный элемент, колебания, методика. 

 
 

Вибрация трубопроводов является 
фактором, оказывающим существенное 
влияние на надёжность, долговечность, 
производительность и другие параметры 
при эксплуатации энергетических и тех-
нологических установок и присоединён-
ных механических систем. Её воздействие 
может вызвать целый ряд негативных по-
следствий: разрушение самих трубопро-
водов, соединений трубопроводов с дру-
гими агрегатами, нарушение герметично-
сти уплотнений  и т.д. [1, 2]. Следует от-
метить, что аварии, связанные с разруше-
нием трубопроводов энергетических и 
технологических установок, имеют тен-
денцию к росту и вызывают другие опас-
ные последствия, например, пожары, ава-
рийные разливы технологических, горю-
чих, экологически опасных жидкостей [3]. 
Таким образом, необходимо проведение 
специальных исследований для решения 
задачи снижения вибрации трубопровод-
ных систем. 

Практика эксплуатации трубопро-
водных систем показывает, что причина-
ми их вибрации часто являются пульса-
ции давления и расхода, имеющие место 

на выходе нагнетательных установок и 
затем передающиеся в систему, а также 
возмущения гидроударного характера, 
возникающие при включении и выключе-
нии нагнетательных установок, срабаты-
вании запорных элементов и т.д. Несмот-
ря на большое число исследований, по-
свящённых построению математических 
моделей трубопроводов, вибрирующих 
под действием пульсирующего потока ра-
бочей жидкости, задача ещё далека от ре-
шения. Это обусловлено тем, что в ряде 
моделей принимаются идеализации, не в 
полной мере адекватные практике [4, 5], 
рассматриваются упрощённые формы гео-
метрии осевой линии трубопровода [6, 7]. 
Известны и более детализированные мо-
дели [2, 8, 9], основным недостатком ко-
торых является чрезмерно высокая вы-
числительная трудоёмкость. В настоящей 
статье изложены модели, позволяющие 
достаточно подробно описать поведение 
трубопровода произвольной геометрии 
осевой линии при сравнительно невысо-
кой вычислительной трудоёмкости. 

Для решения задачи в качестве базо-
вой была принята математическая модель, 
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описывающая виброакустические харак-
теристики пространственно сложных 
(разветвленных) трубопроводных систем 
[2]: 
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Здесь w0 и ∆w – постоянная и пульсаци-
онная составляющие скорости жидкости, 
соответственно; p  и p∆  – постоянная и 
переменная составляющие давления, со-
ответственно; ε  – координата, отсчиты-
ваемая вдоль линии центров тяжести се-
чения трубопровода от начала отсчёта до 
некоторого произвольного поперечного 
сечения; τ  – время; ( )τε ,e1  - единичный 
вектор, направленный по касательной к 
осевой линии трубопровода; ( )τε ,e2  - еди-
ничный вектор, направленный по нормали 
к осевой линии трубопровода; ( )τε ,e3  - 
единичный вектор, направленный по би-
нормали к осевой линии трубопровода; iu  
– виброперемещение в направлении 

( )τε ,ei ; χ  – вектор кривизны простран-
ственной осевой линии трубопровода. 

Для рассмотренного в настоящей 
статье в качестве примера случая малых 
колебаний криволинейных трубопроводов 
с осевой линией, лежащей в одной плос-

кости, при их силовом нагружении пуль-
сирующим потоком рабочей жидкости 
система дифференциальных уравнений (1) 
принимает вид:  
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В данной статье решение системы 

уравнений (2) реализуется с помощью ме-
тода конечных элементов, алгоритм при-
менения которого для нестационарных 
задач и объектов, имеющих пространст-
венную протяжённость, предусматривает 
использование методов частичной дис-
кретизации и взвешенных невязок. Выбор 
базисных функций и количества узлов ко-
нечного элемента определяется порядком 
высшей производной по пространствен-
ной координате ε , входящей в уравнение 
аппроксимации. В связи с этим выбран 
семиузловой пространственный конечный 
элемент. В качестве базисных функций 
выбран многочлен Лагранжа, обеспечи-
вающий выполнение требования полноты 
системы базисных функций, позволяю-
щий им с любой степенью точности ап-
проксимировать неизвестную функцию. 
Для получения точного решения базисные 
функции, входящие в аппроксимацию, 
имели шестой порядок (рис. 1). Введена 
локальная система координат элемента ξ , 
экстремальные значения узловых коорди-
нат которой принимали значения -1 и 1 
(рис.1), позволяющая проводить интегри-
рование по элементу в аппроксимирую-
щем уравнении в стандартном аналитиче-
ском виде, что исключает пересчёт базис-
ных функций. 



                     Машиностроение и энергетика 

 137 

 
Рис. 1. Одномерный элемент и соответствующие лагранжевы базисные функции шестой степени 

 
Получена система дифференциаль-

ных уравнений для пространственного 
семиузлового элемента в форме: 
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при  7m,l0 << . 

Ансамблированная система уравне-
ний для M  элементов была получена 
суммированием компонент матриц эле-
ментов e

lmM , e
lmC , e

lmK и e
lf  без учёта гра-

ничных условий. В векторной форме ан-
самблированное уравнение имеет вид 
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Учёт граничных условий проведён 
следующим образом. Аппроксимация  
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подставлена в соотношения, описываю-
щее краевые условия: 
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где kM  - оператор дифференцирования, 
соответствующий заданному типу крае-
вых условий; r  - постоянная величина, не 
зависящая от 1u ; l  - длина трубопровода.  

В связи с тем, что выбранная систе-
ма локальных базисных функций сущест-
вует только в пределах соответствующего 
элемента, выражения, описывающие гра-
ничные условия, приведены к виду: 
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Данные соотношения подставлены в 

ансамблированную систему уравнений (4) 
вместо трёх первых и трёх последних 
уравнений системы. Затем из выражений, 
описывающих граничные условия (7), вы-
ражены параметры ( )11u , ( )21u , ( )31u , 
( ) 1Ms1u − , ( )Ms1u  и ( ) 1Ms1u +  и также под-
ставлены в систему уравнений (4). Учёт 
данных преобразований привёл к пересчё-
ту коэффициентов приведённых матриц 
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для первого e1
lmM , e1

lmC , e1
lmK , e1

lf  и по-
следнего элементов Me

lmM , Me
lmC , Me

lmK , Me
lf  

в системе уравнений (4). Ансамблирован-
ная система уравнений с учётом преобра-
зований записана в виде: 
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где M ′ , C ′ , K ′ , f ′  - матрицы ансамбли-
рованной системы уравнений, полученные 
при учёте граничных условий. 

Полученная ансамблированная сис-
тема уравнений (8) с учётом граничных 
условий решена методом конечных эле-
ментов во временной области с помощью 
трёхслойной схемы интегрирования по 
времени: 
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n - номер узла во временной области. 
Для начала вычислений по трёх-

слойной схеме исходные значения 0u  и 
1u определялись из начальных условий:  
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Для определения параметра 2

1u  на 
втором временном слое на первом этапе 
вычислений использовались стартовые 
конечно-разностные схемы. Значения ве-

совых функций 
4
1

=β  и 
2
1

=γ  были вы-

браны исходя из условий обеспечения 
безусловной устойчивости расчётной схе-
мы и отсутствия искусственного числово-
го затухания. 

Представленная методика про-
граммно реализована с помощью языка 

C++. Она позволяет проводить расчёты 
виброакустических характеристик трубо-
проводных систем со значительно мень-
шими, чем в известных работах [8, 9], вы-
числительными затратами. Однако опи-
санная методика не применима для иссле-
дования разветвленных систем, осевая 
линия трубопроводов которых не лежит в 
одной плоскости. В связи с этим была 
разработана методика моделирования, ос-
нованная на использовании линейных ко-
нечных элементов. В данной статье её ис-
пользование также продемонстрировано 
для случая трубопровода, осевая линия 
которого лежит в одной плоскости, что 
сделано для удобства сравнения результа-
тов моделирования по обеим методикам. 
Однако описанные здесь подходы легко 
адаптируются и для трубопроводов, пове-
дение которых описывается системой (1). 

Для построения линейного конечно-
го элемента, исходя из условий полноты 
системы базисных функций, второе урав-
нение системы (2), описывающей малые 
колебания пространственно криволиней-
ных трубопроводов, с высшей частной 
производной по пространству шестого 
порядка преобразовано в систему шести 
уравнений с высшей производной по про-
странству первого порядка. Для этого 
введены следующие переменные: 
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С учётом выражения (11)  второе 

уравнение системы (2) примет вид: 
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Краевые условия для механической 
подсистемы для системы дифференциаль-
ных уравнений (11), (12) имеют вид: 
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где r),0(uM)U(B 1kk += τ , 3,2,1k = ; 
r),l(uM)U(B 1kk += τ , 6,5,4k = .  

Выражения для начальных условий имеют 
вид: 
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Неизвестная функция 1u , удовлетво-
ряющая дифференциальным уравнениям 
(11), (12), представлена в виде 

)u,,q,,,g(U m1mmmmm
T ϕθµ= .  

Тогда можно получить систему 
уравнений для пространственного эле-
мента: 
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 (15) 

Для учёта граничных условий сис-
тема уравнений (15) аппроксимирована с 
помощью метода частичной дискретиза-
ции. Из полученной системы уравнений 
определены значения искомой функции, 
её первая и вторая производные в гранич-
ных узлах пространственной области 

0=ε  и 1=ε : 11u , 1ϕ , 1q , 1Mp1u + , 1Mp+ϕ , 

1Mpq + . Затем данные параметры подстав-
лены в систему уравнений (15), описы-
вающую общий пространственный эле-
мент. Таким образом, получена система 
уравнений, описывающая граничные эле-
менты. С помощью данной системы урав-
нений определены коэффициенты 1

lmM , 
1
lmС , 1

lmK , 1
lf , M

lmM , M
lmС , M

lmK  и M
lf . 

Проведено ансамблирование для за-
данного числа элементов: 

 
fKU

d
dUC

d
UdM 2
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=++
ττ

,                               (16) 
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Выбор базисных функций и количе-
ства узлов конечного элемента определял-
ся порядком высшей производной, вхо-
дящей в уравнение аппроксимации. Для 
достижения требуемой точности в соот-
ветствии с требованием гладкости класс 
гладкости необходимых базисных функ-
ций должен быть 0С . В соответствии с 
данными условиями выбраны кусочно-
линейные функции, которые для типично-
го пространственного конечного элемента 
имеют вид:  
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e
e
jj h

NN ξ
== ,      e

e
e
ii h

hNN ξ−
== ,    (17) 

где iεεξ −=  - нормированная локальная 
координата элемента, ij

eh εε −=  - длина 
элемента. 

Для решения полученной системы 
уравнений использовалась трёхслойная 
схема интегрирования по времени (9). 

Ниже представлены результаты рас-
чётов по разработанным методикам. На 
рис. 2 представлены временные реализа-
ции, полученные при моделировании виб-
роакустических характеристик трубопро-
вода по двум разработанным методикам 
при равном количестве узлов. Расхожде-
ние результатов моделирования составля-
ет не более 3% по пиковым значениям. 

Адекватность разработанных мето-
дик подтверждена сравнением результа-

тов экспериментальных исследований 
трубопровода при его нагружении пуль-
сирующими потоком жидкости, расчёта 
данного трубопровода в Ansys и по пред-
ложенным методикам (рис. 3). 

Можно сформулировать следующие 
выводы. Методика, основанная на исполь-
зовании линейных конечных элементов, 
позволяет проводить моделирование раз-
ветвлённых систем, осевая линия трубо-
проводов которых не лежит в одной плос-
кости. Данная методика по сравнению с 
методикой, использующей семиузловые 
конечные элементы, при равном количе-
стве элементов обладает меньшей точно-
стью, однако является более простой с 
точки зрения алгоритма расчёта и менее 
трудоёмкой.  

 
 

Рис.2. Расчетные временные реализации вибросмещения  при колебаниях трубопровода: 
–методика, использующая семиузловые конечные элементы; 

---методика использующая одномерные линейные конечные элементы 
 

 
Рис.3. Амплитудная частотная характеристика трубопровода 



                     Машиностроение и энергетика 

 141 

Авторы ставят перед собой задачу 
внедрения разработанных конечных эле-
ментов в CAE-систему Ansys. Это позво-
лит обеспечить проведение связанных 
расчётов динамики присоединённых узлов 
и агрегатов, что является актуальным при 
построении виртуальных моделей лета-
тельных аппаратов и их двигателей. Сле-
дует отметить, что возможности такого 
внедрения ограничены, поскольку неко-
торые программные коды Ansys открыты 
только для служебного пользования. 
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FINITE ELEMENT TECHNIQUES FOR PIPE SYSTEM VIBROACOUSTICAL 
CHARACTERISTICS MODELLING 

 
 2012  T. B. Mironova, A. B. Prokofiev, V. P. Shorin  

 
Samara State Aerospace University named after academician S. P. Korolyov  

(National Research University) 
 

The paper presents techniques of finite-element modeling of pipeline vibroacoustic characteristics in case 
of pipelines being loaded with a pulsating fluid flow. The first technique is designed for a pipeline with the cen-
tre line lying in one plane and is based on using seven-node finite elements. The technique of modeling pipelines 
of a complex space configuration with the centre line not lying in one plane allows for the use of linear finite 
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elements. The techniques are realized in software and they mean considerable reduction of computational costs 
as compared to previously existing ones. The results of modeling are compared with the experimental data and 
their convergence is assessed. 

 
Pipeline, vibroacoustical characteristics, working fluid pulsations, finite element, fluctuation, technique. 
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