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Показана возможность теоретической оценки зависимости периода кристаллической решётки мо-
нокристаллов от температуры. Выведена формула этой зависимости. Получена удовлетворительная схо-
димость с результатами экспериментов. На основе полученной формулы определяются коэффициент 
теплового расширения и модуль упругости компонентов эвтектического композита. 

 
Эвтектический композит, монокристалл, период кристаллической решётки, коэффициент теп-

лового расширения, модуль упругости. 
 

Введение 
Перспективными материалами для 

рабочих лопаток турбин авиационных 
ГТД являются  эвтектические композиты 
[1], в состав которых входят нитевидные 
монокристаллы и дисперсно-упрочнённая 
монокристаллическая матрица.  

Помимо обычных факторов, опреде-
ляющих свойства композиций, таких как 
природа и соотношение компонентов, рас-
пределение их и др., термическое расши-
рение композиционного материала в зна-
чительной степени определяется наличием 
в нём остаточных напряжений. В компо-
зиционном материале возникают напря-
жения, обусловленные различием коэф-
фициентов теплового расширения компо-
нентов. При некоторой температуре эти 
напряжения достигают предела текуче-
сти матрицы [2]. 

Для оценки коэффициента тепло-
вого расширения композита αкм в целом 
необходимо знать его составляющие: 
вдоль (α1) и поперёк (α2) волокон в за-
висимости от коэффициентов теплового 
расширения αв волокон и αм матрицы. 
Для  изотропных волокон и матрицы 
такие соотношения приведены в работах 
[3, 4]. Для монокристаллов анизотропия 
коэффициента α может достигать 300 % и 
более [5].  

Задача определения коэффициентов 
αв, αм для монокристаллов решается, 

например, с учётом межатомного взаи-
модействия в кристаллической решёт-
ке. Так, коэффициент теплового расши-
рения связан с температурой плавления и 
может характеризовать силу межатомной 
связи [5]. Максимальная сила межатомной 
связи приходится на металлы с макси-
мальными температурами плавления и 
минимальными значениями коэффициен-
та термического расширения. Соответст-
венно эти металлы имеют и минимальные 
межатомные расстояния.  

Для металлов с кубической решёт-
кой коэффициент α без учёта анизотропии 
связан с температурой плавления соотно-
шением: αТпл ≅ 0,02. Кроме того, для ве-
ществ с металлическим характером связи 
имеется эмпирическое соотношение: α = 
7,24⋅10-2/ Тпл1,19  [5]. Однако эти соотно-
шения  не позволяют устанавливать зави-
симость коэффициента теплового расши-
рения от эксплуатационной температуры.  

Расчёт коэффициента α с учётом ан-
гармонической составляющей колебаний 
атомов проводится по формуле [6]: 
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где g и β - функции потенциала U; x – рас-
стояние между зарядами; x0 – расстояние 
между зарядами в равновесном состоя-
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нии; k – постоянная Больцмана; Т – тем-
пература. Здесь предполагается знание 
потенциала кристаллической решётки U,  
для определения которого нет методики 
аналитического расчёта.  

Для оценки коэффициента  теплово-
го расширения по формуле Гилмана [5] 
необходимо знать силу межатомного сце-
пления σс: 

 
σс  = 3k/(8αV),                                           (2) 
 
где V – средний атомный объём.  

Поэтому актуальной является задача 
разработки аналитической методики рас-
чёта коэффициента  теплового расшире-
ния применительно к монокристаллам  
материалов лопаток газовых турбин. 

 
Модель и сравнение с экспериментом 

 
Армирующей фазой в эвтектических 

композитах является нитевидный моно-
кристалл. В нём рассматривается элемен-
тарная атомная ячейка. Кристаллическая 
решётка находится в равновесном состоя-
нии (силы притяжения уравновешены си-
лами отталкивания). Потенциальная энер-
гия взаимодействия зарядов U0 – величина 
постоянная, т. е. решается статическая за-
дача. 

Расчёт изменения периода кристал-
лической решётки вследствие повышения 
температуры основан на учёте изменения 
энергии связи двух разноимённых зарядов 
в атомной ячейке кристаллической решёт-
ки, т.е. между узлом решётки и электрон-
ным облаком в межузловом пространстве.  

Энергия электростатической связи 
двух разноимённых зарядов атома  в кри-
сталлической решётке в соответствии с 
законом Кулона  
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где e - элементарный заряд, равный заряду 
электрона; π = 3,14; а0 - период кристал-
лической решётки; ε0 – электрическая по-
стоянная; а0/2 - расстояние между разно-

имёнными зарядами (узлом кристалличе-
ской решётки и электронным облаком). 

Тепловая энергия атома при нагреве 
ячейки монокристалла на величину ∆Т 
определяется как 

 
Uт = с1

v ∆Т,                                                (4) 
 
где с1

v - теплоёмкость атома при постоян-
ном объёме. В соответствии с законом 
Дюлонга и Пти 
 
с1

v = сv/NА = 3k =4.1421*10-23    Дж/К,   (5) 
 
где NA - число Авогадро. 

Энергия связи двух разноимённых 
зарядов атома в ячейке кристаллической 
решётки вследствие нагрева уменьшается 
на величину 

 
∆U = U0 - Uт .                                             (6) 

 
Изменение среднего расстояния ∆x 

между зарядами  вследствие нагрева кри-
сталлической решётки 
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Изменение периода кристалличе-
ской решётки вследствие нагрева 

 
∆а0 = ∆x - а0/2. 

После преобразований зависимость 
изменения периода кристаллической ре-
шётки от температуры примет следующий 
вид [7]: 
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Вследствие периодичности и сим-
метрии бездефектного монокристалла 
свойства элементарной атомной ячейки 
передаются кристаллической решётке. 
Поэтому для атомной ячейки и кристал-
лической решётки в целом коэффициент 
теплового расширения определяется как 
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 α = ∆а0/(а0∆Т).                                          (9) 
Необходимо отметить, что измене-

ние периода кристаллической решётки от 
температуры зависит от силы химической 
связи.  

Расчёт силы химической связи взаи-
модействия двух атомов выполняется на 
основе вихревой модели атома. Последо-
вательность расчёта (на примере молеку-
лы водорода) следующая. 

Для упрощения расчёта вихревая 
модель атома (рис.1, а) заменяется меха-
нической моделью с сосредоточенными 
массами протона и электрона (рис.1, б).  

 
      а                                              б 

Рис. 1. Модель атома: 
 а - вихревая; б - со сосредоточенными массами 

 
Из уравнения сохранения энергии, 

связывающего кинетическую энергию и 
потенциал ионизации атома водорода U = 
21,7071⋅10-19   Дж: 

 
meVΣ

2 /2 = U,                                  (10) 
 
определяется средняя суммарная скорость 
движения электрона по орбите в атоме 
водорода VΣ, которая, в свою очередь, яв-
ляется среднеарифметической орбиталь-
ной Vо и вращательной Vв скоростей элек-
трона. 

Радиус электрона re принимается в 
соответствии с вихревой моделью атома 
(рис. 1, а, б), т.е. re = 0,5⋅rH. 

Центростремительное ускорение 
электрона в атоме водорода определяется 
по формуле 

.
)r2(2

Va
e

2
Σ=

                                             (11) 
 

Центростремительная сила в одном 
из взаимодействующих атомов водорода 

определяется как F1 = md⋅a, где md ,кг – 
доля взаимодействующей массы атома, 
показанная на рис.2 в виде заштрихован-
ной области.  

 
Рис. 2. Схема связи двух атомов 

 
Поскольку плотность принимается 

постоянной, то доля взаимодействующей 
массы пропорциональна доле взаимодей-
ствующих объёмов. Объём шарового сег-
мента (заштрихованная область для одно-
го атома) определяется по известным со-
отношениям из элементарной математики. 
Причём, h = rH – b/2 = 0,136 – 0,074/2 = 
0,099 нм (рис. 2). 

Тогда F1 = md⋅a = 4,8⋅10-9 Н. 
Справочное значение энергии хими-

ческой связи молекулы водорода Ен со-
ставляет 436⋅103  Дж/моль. Тогда энергия 
связи одного атома водорода определяет-
ся через число Авогадро NA 

 
Е1 = Ен /2NA = 362,12⋅10-21  Дж,             (12) 
 
а сила химической связи как F2 = Е1/h = 
3,65⋅10-9 Н. То есть результаты расчёта 
силы химической связи по вихревой мо-
дели атома F1 имеют расхождение в 31% с 
силой F2, полученной по справочному 
значению энергии химической связи, что 
подтверждает адекватность вихревой мо-
дели атома. 

Таким образом, результаты расчёта  
а0 в зависимости от температуры, приве-
дённые в табл. 1 для некоторых металлов, 
удовлетворительно сходятся  с экспери-
ментальными данными (рис.3) работы [5]. 
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Рис. 3. Экспериментальная зависимость периодов кристаллической решётки от температуры 

а – W; б – Mo; в – Cr; г – Nb; д - V [5] 
 
Таблица 1. Результаты расчёта периода кристаллической решётки 

 

Период кристаллической решётки, а0⋅1010 м 
W Mo Cr Nb V 

       
T, ˚С 

Рас-
чёт 

Экспе- 
ри- 
мент 

Рас-
хож-
де- 
ние, 
% 

Рас-
чёт 

Экс
-пе 
ри- 
ме- 
нт 

Расхо-
жде- 
ние., 

% 

Рас- 
чёт 

Экс- 
пе-
ри- 
мент 

Рас- 
хож-
дение, 

% 

Рас- 
чёт 

Экс- 
пе-
ри- 
мент 

Рас- 
хож-
дение, 

% 

Рас- 
чёт 

Экс- 
пе-
ри- 
мент 

Рас-
хо- 
жде
- 
ние, 
% 

20 3,165 
3,165 

0 3,147 
3,147 

0 
2.884 2,884 

0 
3.3002 3,300 

0,00 
3.0271 3,0271 

0 

100 3,170 
3,166 

0,12 3,147 
3,149 

0,06 
2.888 2,885 

0,10 
3.305 3,303 

0,06 
3.031 3,032 -

0,03 

200 3,174 
3,167 

0,22 3,151 
3,151 

0,15 
2.892 2,887 

0,17 
3.310 3,305 

0,15 
3.035 3,034 

0,03 

300 3,179 3,17 0,28 3,156 3,153 0,22 2.895 2,891 0,13 3.315 3,307 0,24 3.040 3,036 0,03 

400 3,183 
3,171 

0,37 3,160 
3,155 

0,31 
2.899 2,894 

0,17 
3.320 3,310 

0,30 
3.044 3,039 

0,13 

500 3,188 
3,172 

0,50 3,165 
3,157 

0,41 
2.903 2,897 

0,20 
3.325 3,313 

0,36 
3.048 3,042 

0,16 

600 3,193 
3,174 

0,59 3,170 
3,160 

0,44 
2.907 2,900 

0,24 
3.330 3,315 

0,45 
3.052 3,045 

0,19 

700 3,197 3,175 0,69 3,174 3,162 0,53 2.911 2,904 0,24 3.335 3,318 0,51 3.056 3,048 0,22 

800 3,202 
3,177 

0,78 3,179 
3,165 

0,56 
2.915 2,907 

0,27 
3.340 3,321 

0,57 
3.061 3,053 

0,26 

900 3,207 
3,178 

0,91 3,183 
3,167 

0,66 
2.918 2,910 

0,27 
3.345 3,324 

0,63 
3.065 3,057 

0,26 

1000 3,211 
3,180 

0,97 3,188 
3,169 

0,75 
2.922 2,915 

0,27 
3.351 3,327 

0,72 
3.069 3,060 

0,26 

1100 3,216 3,181 1,10 3,193 3,171 0,81 2.926 2,920 0,27 3.356 3,330 0,78 3.074 3,065 0,29 

1200 3,221 
3,183 

1,19 3,197 
3,174 

0,88 
2.930 2,922 

0,27 
3.361 3,333 

0,84 
3.078 3,070 

0,29 

1300 3,226 
3,185 

1,28 3,202 
3,176 

0,97 
2.934 2,927 

0,23 
3.366 3,336 

0,89 
3.083 3,075 

0,26 

1400 3,231 
3,188 

1,34 3,207 
3,178 

1,06 
2.938 2,934 

0,13 
3.372 3,340 

0,95 
3.087 3,079 

0,26 

1500 3,236 3,190 1,44 3,212 3,182 1,09 2.942 2,940 0,07 3,377 3,343 1,01 3.091 3,084 0,25 

1600  
3,192  

 
3,185  

 
2,948  

 
3,347  
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Эти результаты могут быть получе-
ны для других элементов и их соедине-
ний. Они в дальнейшем используются  
для определения: 

- коэффициента теплового расшире-
ния [7]; 

- модуля упругости [8];  
- предела упругости [9] 

и других характеристик компонентов эв-
тектических композитов. 

В частности, в работе [8] приведены 
результаты расчёта модуля упругости уг-
леродной нанотрубки (УНТ) и никеля.  

 
Выводы 

 
1. Полученная формула позволяет 

определять теоретическую зависимость 
периода кристаллической решётки от 
температуры и значительно сокращать 
объём дорогостоящих экспериментов.            

2. Результаты расчёта коэффициента 
теплового расширения армирующей фазы 
и матрицы эвтектического композита яв-
ляются исходными данными, в частности, 
для оценки термических напряжений в 
материале лопатки турбины. 

3. Разработанная методика позволяет 
использовать её для конструирования но-
вых материалов для лопаток газовых тур-
бин. 
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The possibility of theoretical assessment of monocrystal lattice spacing dependence  on temperature is 
shown. The formula of the dependence is derived. Satisfactory agreement with the results of experiments is ob-
tained. The thermal expansion factor and the modulus of elasticity of eutectic composite components are deter-
mined on the basis of the formula derived. 
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