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УДК 539.3 
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ГРАНИЦЕ ТЕЛА ПЕРЕМЕЩЕНИЯМИ И ТЕПЛОВЫМ ПОТОКОМ  
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Предложен метод решения несвязанной задачи термоупругости с граничными условиями первого рода. 

Найдено аналитическое решение поставленной задачи для однородного изотропного тела произвольной формы, 
ограниченного кусочно-гладкой поверхностью. 

 
Краевая задача термоупругости, граничные условия первого рода, задача теплопроводности, задача 

Неймана, преобразование Фурье. 
 

Повышение прочности и надёжности 
узлов и конструкций летательных аппаратов 
предполагает необходимость диагностики 
теплового и термонапряжённого состояния 
элементов, работающих в условиях 
нестационарного нагрева, что требует 
предварительных исследований как 
экспериментального, так и теоретического 
характера. Моделирование процессов 
деформирования тел, находящихся в 
условиях нагрева, может быть основано на 
численном и аналитическом решении 
краевых задач термоупругости.  

Ограничимся случаем 
квазистатической несвязанной задачи 
термоупругости, представляющей 
наибольший интерес с точки зрения 
экспериментальных исследований машин и 
конструкций. Рассмотрим линейно-упругое, 
однородное, механически и термически 
изотропное тело произвольной формы 
объёма V , ограниченное поверхностью S . 
На поверхности S  известны вектор 
термоупругих перемещений ),( trui  и 
тепловой поток. Требуется в односвязной 
области V  найти решение нестационарной 
квазистатической задачи термоупругости:  
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Здесь ),( trij , ),( trij – компоненты 

тензоров напряжения и деформации; ),( trFi  
– составляющие массовой силы; ),( tru S

i – 
значения компонентов вектора перемещений 
на поверхности тела S; ijpqE  – компоненты 
тензора упругих постоянных; ijc  – 
компоненты тензора термоупругих 
постоянных;   – оператор Лапласа; 

),,( 321 xxxrr  ; 0TT   – малое 
приращение температуры ( 0T  и T  – 
начальная и текущая температура тела); 


 K  – коэффициент 

температуропроводности, K  – коэффициент 
теплопроводности,   – удельная 
теплоёмкость единицы объёма; 


),(),( trqtrQ  , ),( trq  – количество тепла, 

производимое в единице объёма за единицу 
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времени; ),(1),( trq
K

tr s
S  , ),( trqs  –

 плотность теплового потока через 
поверхность тела. Соотношение (1) является 
уравнением равновесия тела под действием 
массовых сил, соотношение (2) представляет 
собой формулы Коши, соотношение (3) – 
закон Дюамеля-Неймана, (4) – уравнение 
теплопроводности.  

Рассматриваемая краевая задача 
несвязанной термоупругости распадается на 
начально-краевую задачу теплопроводности 
с заданным на границе тепловым потоком 
(задача Неймана): 
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и краевую задачу линейной теории 
упругости 
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Решение начально-краевой задачи (5) 

получено методом опорных функций и имеет 
вид [1, 2]: 
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Здесь символом ^ (крышка) 

обозначены изображения функций, 
полученные в результате преобразования 
Лапласа, символом * обозначены Фурье-
образы соответствующих величин, p  –
 параметр преобразования Лапласа, индекс 
оп относится к опорной функции задачи,  
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функция ),( tr  есть результат действия 

оператора 





 

 
t

 на опорную функцию, 

),(€* pkG  – Фурье-образ трансформанты 
Лапласа функции Грина исходной начально-
краевой задачи (5). 
Краевая задача (6) с помощью тензора 
Кельвина – Сомильяны ),( rK ip  сводится к 
однородной краевой задаче в перемещениях 
[3]: 
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компоненты оператора Ламе, 
),(),(),( trutrutru iii  ,          (14) 
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– компоненты вектора обобщённых 
массовых сил. 
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Будем искать решение краевой задачи 
(13) в виде: 

 
 dtrKtru p

V
ipi ),()(),(  



.        (17) 

 
Здесь ),( tp   – компоненты вектора 

массовых сил, распределённых по объёму 
VRV  3 . 

Подберём функцию ),( tp   таким 
образом, чтобы удовлетворялись граничные 
условия краевой задачи (13). Для этого 
положим в уравнении (17) Sr  : 
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Последнее соотношение запишем в 

матрично-векторной форме: 
 

 dtrtr
V
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. 

Свёртка ΦK  в декартовой системе 
определяется как умножение матрицы K  на 
вектор-столбец Φ . С учётом граничных 
условий исходной краевой задачи последнее 
соотношение можно записать в виде: 
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Умножим обе части равенства (19) 

скалярно на величину rki
l er )(n  и 

проинтегрируем по поверхности тела S 
(здесь )(rln является l-ой компонентой 
вектора нормали к поверхности тела): 
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Введём обозначение для левой части 

соотношения (20): 
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Тогда соотношение (20) можно 
записать в виде: 
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Используя теорему Гаусса – 

Остроградского, переходим в правой части 
равенства (22) от интеграла по поверхности к 
интегралу по объёму:  
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Выполняя дифференцирование в 

правой части последнего соотношения и 
переходя к компонентной форме, получим: 
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Производя замену переменных 
 rw ,  wr  и применяя теорему о 

свёртке по конечной области, окончательно 
находим: 
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объём W определяется объёмами V, V  и 
равенством  rw .  

Из соотношений (24) определяем 
неизвестные компоненты Фурье-образа 
обобщённых массовых сил ),(* tkj : 
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),()(),( ** tkukRtk ljlj  .          (26) 
 
 

Здесь )(kR jl  – матрица, обратная 

матрице  )()( *
,

* kKkKik lljljl  , то есть 
удовлетворяющая уравнению: 

 

  jmllmlmljl kKkKikR  )()( *
,

* . 
 
Применяя к соотношению (26) 

обратное преобразование Фурье, получим 
выражение для компонент вектора массовых 
сил: 
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Подставляя полученное выражение в 

уравнение (18), находим: 
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Окончательно, соотношение для 

нахождения решения краевой задачи (6) при 
заданных начальных и граничных условиях 
записывается в виде: 
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или, учитывая выражение для 
обобщённых массовых сил (16): 
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Таким образом, с учётом 

соотношений (7) – (12) получено 
аналитическое решение несвязанной задачи 
термоупругости с граничными условиями 
первого рода в условиях, когда на границе 
тела задан вектор перемещений и тепловой 
поток. 
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THE SOLUTION OF AN UNCOUPLED THERMOELASTIC PROBLEM WITH A 

DISPLACEMENT VECTOR AND A HEAT FLOW DEFINED ON A BODY BOUNDARY 
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In this paper the method of the solution of an uncoupled thermo elastic problem with boundary conditions of 
the first kind is offered. The analytical decision for homogeneous isotropic arbitrary form body limited to a piecewise 
smooth surface is found. 

 
Boundary thermoelastic problem, boundary conditions of the first kind, heat conduction problem, Neumann 

boundary condition, Fourier transform. 
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