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Рассмотрено пластическое формообразование кольцевых складок потери устойчивости при осевом сжа-

тии тонкостенных труб. Начальная стадия образования складки рассчитывается по мембранной модели жестко-
пластической оболочки с условием пластичности Мизеса и упрочнением. Конечная стадия рассчитывается по 
идеально пластической моментной модели. Расчеты удовлетворительно согласуются с экспериментами. 
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В [1] приведены первые эксперимен-
тальные данные о пластической потере ус-
тойчивости при осевом сжатии тонкостен-
ных металлических труб в виде образования 
симметричных и несимметричных складок. 
Расчетные модели для треугольных, квад-
ратных и кольцевых складок по теории пла-
стического шарнира приведены в [2,3]. Экс-
периментальные исследования пластической 
потери устойчивости тонкостенных труб из 
алюминиевых сплавов приведены в [4,5]. 

Пластическое формообразование коль-
цевых складок при потере устойчивости 
трубы можно использовать для получения 
утолщений с криволинейным профилем. Ра-
бота пластического формоизменения при 
осевом сжатии тонкостенных труб может 
также использоваться в защитных конструк-
циях энергетических установок и транс-
портных машин для гашения кинетической 
энергии при аварийных нагрузках.  

Вследствие сложности локальной пла-
стической потери устойчивости с образова-
нием различных форм складок эта важная 
задача до настоящего времени не получила 
развития.  

Длина волны L при локальной потере 
устойчивости упругой цилиндрической обо-
лочки с толщиной стенки h, радиусом сре-
динной поверхности R, модулем упругости 
E и коэффициентом Пуассона ν определяет-
ся формулой [1]  

L = ( )4
2

22

112
2

ν
π

−
hR .                              (1) 

Длины волн пластических кольцевых 
складок, полученные в экспериментах [4,5], 
удовлетворительно согласуются с формулой 

(1). Это позволяет предположить, что пла-
стическому образованию складок предшест-
вует искривление стенки на стадии упругой 
нагрузки трубы. Аналогичный эксперимен-
тальный факт совпадения длины упругой 
волны с длиной волны складки при осевом 
пластическом сжатии тонкостенной трубы с 
квадратной формой поперечного сечения 
получен в [6].  

В представленной работе рассматрива-
ется пластическое формоизменение метал-
лических труб при осевом сжатии с относи-
тельно толстой стенкой, для которых преоб-
ладает осесимметричная форма локальной 
потери устойчивости в виде кольцевых 
складок с длиной волны, определяемой 
формулой (1). Для стальных труб критиче-
ское напряжение упругой потери устойчиво-
сти значительно превышает напряжение те-
кучести [1], поэтому локальной потере ус-
тойчивости предшествует однородная пла-
стическая деформация осевого сжатия, кото-
рая вследствие упрочнения материала суще-
ственно повышает критическое напряжение 
при пластической потере устойчивости.  

Начальная стадия образования кольце-
вой складки происходит при больших осе-
вых напряжениях сжатия с малой кривизной 
образующей и моделируется уравнениями 
мембранной теории жесткопластической 
оболочки.  

Конечная стадия образования складки 
моделируется уравнениями идеально пла-
стического изгиба с конечной кривизной 
криволинейных участков с учетом окружных 
напряжений и деформаций. 

Представленная модель позволяет бо-
лее точно оценивать работу пластического 
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формоизменения кольцевых складок при 
осевом сжатии труб по сравнению с [4,5], 
что имеет важное практическое значение 
при конструировании демпфирующих за-
щитных устройств машин при аварийных 
нагрузках.  

 

 
Рис. 1.Симметричная кольцевая складка 

 в цилиндрических координатах 
 

На рис. 1 показана симметричная 
кольцевая складка в цилиндрических коор-
динатах r, z, θ с длиной волны L, начальным 
радиусом срединной поверхности R0 и тол-
щиной стенки h0 на начальной стадии поте-
ри устойчивости. Эта форма возникает по-
сле пластической деформации e0 однородно-
го осевого сжатия трубы.  

Упрочнение материала задается сте-
пенной зависимостью напряжения текучести 
σs от пластической деформации ep: 

 
σs = σ0 (1 + Cep

n )                        (2) 
 
с параметрами материала C, n и σ0. Перед 
потерей устойчивости происходит пластиче-
ская деформация сжатия трубы с увеличени-
ем начального радиуса срединной поверхно-
сти и толщины стенки при уменьшении вы-
соты трубы от H0 до H: 

R = R0 ( 1+ 0.5ep ),  h = h0 ( 1+ 0.5ep ),   (3) 
ep = ln(H0/H), 0 ≤ ep ≤ e0 .    

 
Сила однородного сжатия трубы опре-

деляется формулой  
P = 2π σs R0 h0 (1+ 0.5ep)2 .                  (4) 
При потере устойчивости на длине L 

происходит искривление образующей сре-
динной поверхности. При осевом сжатии 
трубы материальный элемент срединной по-
верхности находится в плоском напряжен-
ном состоянии с отрицательным меридио-
нальным σφ и окружным σθ напряжениями, 

которые удовлетворяют условию пластично-
сти Мизеса: 

 
σθ 2 + σφ2 + σθ σφ = σs

2 .                       (5) 
 
Уравнение равновесия криволинейного 

элемента срединной поверхности по направ-
лению нормали имеет вид  

 
χ σφ + σθ cos φ / r = 0,                          (6) 

 
где χ – кривизна образующей срединной по-
верхности в меридиональном сечении и φ – 
угол наклона касательной к образующей с 
осью z. Исключая σθ из (5) и (6), получим со-
отношение для σφ и χ  

 

σφ )1( 2 +− aa  = σs .                          (7)  
 

отсюда a = χ r/cos φ.                                      (8) 
 
Дифференциальное уравнение равно-

весия в направлении касательной к обра-
зующей срединной поверхности с учетом 
изменения толщины стенки h имеет вид 

dσφ = – ( σθ + σφ )
r

dr  –  σφ 
h

dh .            (9) 

Исключение σθ с помощью уравнений 
(6) и (8) приводит уравнение (9) к виду 

dσφ = – σφ ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

h
dh

r
dra1 .                 (10) 

Приращение пластической деформации 
deh по толщине связано с приращениями deφ 
и deθ условием несжимаемости и ассоцииро-
ванным законом пластического течения: 

 
deh = – (1+ b) deθ  ,  deφ = b deθ  ,         (11) 

 
b = (2 – a) / (1– 2 a). 
 
Напряжение σφ связано с коэффициен-

том a и σs уравнением (7), в котором σs опре-
деляется формулой (2) в зависимости от на-
копленной деформации ep. Величина ep с 
учетом начальной деформации e0 определя-
ется  приращениями деформаций deh , deφ и 
deθ по формуле  

ep = e0+(2/√3) ∫ ++ 21 bb |deθ|,            (12) 
где  deθ = Δr/r – приращение окружной де-
формации. 

Пластическая потеря устойчивости 
происходит при малом искривлении средин-
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ной поверхности с длиной волны L , опреде-
ляемой формулой (1). Радиус R при потере 
устойчивости определяется первым соотно-
шением (3) в зависимости от начальной де-
формации e0. При заданных значениях e0 и L 
сила P* при потере устойчивости определя-
ется формулой  

P* = 2π σs (R – Δ) h ,                     (13) 

где σs определяется для суммарной пласти-
ческой деформации ep

* = e0 + (2/√3)Δ/R. 
Приравнивая величину P* силе однородного 
пластического сжатия (4) до деформации e0 
с использованием уравнений (2) и (3) полу-
чаем зависимость между Δ/R0 и e0: 

0
0*

*

0*

0

)3/2(,
/1 R

ee
Ce

ee
R n

nn Δ
+=

+
−

=
Δ  .   (14) 

Для тонкостенных труб с большим от-
ношением R0/h0 деформация e0 → 0 и Δ → 0. 
Для толстостенных труб деформацию e0 
можно найти из (14) при заданном значении 
Δ. Для идеально пластического материала 
потеря устойчивости происходит при e0 = 0 
и Δ = 0. Для упрочняющегося материала по-
теря устойчивости может происходить при 
e0 > 0 и зависит от параметров материала C 
и n.  

На начальной стадии после потери ус-
тойчивости кривизна образующей средин-
ной поверхности мала. Форма складки опре-
деляется интегрированием дифференциаль-
ного уравнения (10), правая часть которого 
зависит от кривизны χ, определяемой фор-
мулами (7) и (8). При решении уравнения 
(10) определяется кривизна χ и находится 
форма образующей срединной поверхности 
интегрированием дифференциальных соот-
ношений  

dφ = χ dl, dr = dl sin φ, dz = dl cos φ,   (15) 
где dl – длина элемента дуги образующей, 
которая изменяется вследствие деформации 
deφ по второму соотношению (11) в зависи-
мости от deθ.  

Интегрирование уравнения (10) вы-
полняется численным методом Рунге-Кутта 
от точки A к точке B (рис. 1) с использова-
нием переменной l0 – начальной длины пря-
молинейной образующей срединной по-
верхности с радиусом R, определяемым для 
начальной деформации e0.  

Точка  A  задается координатами l0 = 0, 
z = 0, r = R + ΔA при φ = 0 по условию сим-
метрии складки. В точке A задается началь-
ное значение кривизны χA , определяющее 
коэффициент a по формуле (8), затем опре-
деляются деформации по формулам (11) и 
(12), напряжение текучести по формуле (2) и 
напряжения σφ и σθ по формулам (7) и (6). 
Данные в точке A являются начальными ус-
ловиями для численного интегрирования 
уравнения (10) с шагом dl0 по координате 0 
< l0 < L/2.  

На первом шаге процедуры Рунге-
Кутта по значениям r и a в точке A по фор-
мулам (11) вычисляются толщина h и длина 
dl, а затем интегрированием уравнений (15) 
определяется угол φ и координаты r, z узло-
вой точки, находящейся на расстоянии dl по 
образующей от точки A. В результате опре-
деляется первое приближение для правой 
части уравнения (10) и напряжение σφ в со-
седней узловой точке. Затем из уравнений 
(7) и (8) вычисляются значения a и χ в со-
седней узловой точке, которые используют-
ся для уточненного вычисления правой час-
ти уравнения (10) на втором шаге процедуры 
Рунге-Кутта. Циклическое повторение опи-
санной процедуры с использованием данных 
в найденной узловой точке в качестве на-
чальных условий для уравнения (10) опреде-
ляет криволинейную образующую средин-
ной поверхности складки и распределения 
переменных σφ, σθ, σs, χ, φ, h, r, z в зависимо-
сти от начальной координаты l0.  

Точка  B  определяется координатой 
l0 =L/2. Форма образующей складки пред-
ставляет выпукло-вогнутую кривую с изме-
нением знака кривизны χ и напряжения σθ  
при r < R. По условию симметрии в точке B 
должно выполняться равенство φ = 0, кото-
рое используется для корректировки кри-
визны χA в точке A в исходных данных вычис-
лительной программы. Осевое перемещение s, 
соответствующее образованию одной складки 
с амплитудой радиального смещения ΔA точки 
A, равно L – 2 zB . Соответствующее значение 
осевой силы сжатия определяется формулами  

P(s) = 2π σφA rA hA = 2π σφB rB hB .     (16) 

С увеличением радиального смещения 
ΔA точки A и перемещения s быстро увели-
чиваются кривизны χA и χB в точках A и B с 
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уменьшением кривизны около точки пере-
гиба и силы P. Поэтому на конечной стадии 
образования  складки  в  зоне  перегиба при 
χ → 0 происходит разгрузка материала при 
статически допустимом напряженном со-
стоянии σs > |σφ| > 0 и  σθ = 0, при котором 
тождественно выполняется уравнение рав-
новесия (6).  

Конечная стадия образования складки 
описывается моделью идеально пластиче-
ского изгиба, показанной на рис. 2.  

 
Рис. 2. Модель идеально пластического изгиба 

 
Радиусы кривизны rA

*=1/χA и rB
*=1/χB 

круговых участков в точках A и B опреде-
ляются c учетом нормальных напряжений 
σA, σB . Круговые участки складки соединены 
жестким линейным отрезком длиной l с уг-
лом наклона ψ = – φ к оси z. На круговых 
участках учитывается окружная деформация 
eθ, приводящая к изменению толщины, для 
среднего значения χ между начальной и ко-
нечной формами складки:    

hA = h ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

R
r

a
a A

A

A ln
1

5.011 , 

hB = h ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

R
r

a
a B

B

B ln
1

5.01
1 ,            (17) 

*
A

A
A r

ra −= , *
B

B
B r

ra =  . 

Нормальные напряжения σA и σB удов-
летворяют условию пластичности (5) и 
уравнению равновесия (6) при φ = 0. Исклю-
чая напряжение σθ из этих уравнений, нахо-
дим радиусы кривизны rA

* и rB
*: 

rA
* = 

22 34

2

AsA

AAr

σσσ

σ

−+−
 ,              (18) 

rB
* = 

22 34

2

BsB

BBr

σσσ

σ

−+−
. 

Напряжения σA и σB связаны условием 
равновесия нормальных сил:  

σA rA hA = σB rB hB .                       (19) 
На конечной стадии образования 

складки возникают большие пластические 
деформации, при которых производная 
dσs/dep мала, поэтому на этой стадии приме-
няем модель идеально пластического тела. 
Моменты пластического изгиба с учетом 
нормальных сил в точках A и B при исполь-
зовании σs в качестве характерного напря-
жения определяются формулами   

MA = ( )2
2

1
4 A

Ah
σ− ,   MB = ( )2

2

1
4 B
Bh

σ−  .  (20) 

Моменты, приведенные к точке A, 
удовлетворяют уравнению равновесия 

MA rA + MB rB  =  σB rB hB (rA – rB ) .   (21) 

Уравнения (19) – (21) приводятся к 
квадратному уравнению относительно на-
пряжения σB, из которого находим 

σB = 
a

acbb ++− 2

,  
A

B

r
ra += 1  ,      (22) 

( )
B

BA

B

A

h
rr

r
r

b
−

= 2 ,  
2

2

1
BB

AA

hr
hr

c +=  . 

Условия сохранения длины образую-
щей срединной поверхности и объема коль-
цевой складки приводят к уравнениям 

l + ( rA
* + rB

* ) ψ = L/2 ,              (23) 
ξ1 + ξ2 + ξ3 = hRL/2 ,                (24) 

ξ1 = ( ) ( )[ ]ψ****
AAAABBBB rrrhrrrh −++ , 

ξ2 = ( ) ( )[ ] ψsin2*2*
BBAA rhrh − ,  

ξ3 = ( ) ( )( )[ ]ψcos1
4
1 ** −−−++ BABABA rrrrhhl . 

 
Переменные rA

*, rB
* , l и ψ  связаны с 

радиусами rA и rB точек  A и B в цилиндриче-
ских координатах уравнением 

l sin ψ + (rA
* + rB

* ) (1– cos ψ) = rA – rB . (25) 

Перемещение s, соответствующее об-
разованию одной складки, определяется 
формулой  

s = L – 2[(rA
* + rB

*) sin ψ + l cos ψ].   (26) 

При заданном перемещении s получаем 
нелинейную систему уравнений (17) – (26) 
для неизвестных hA, hB, rA, rB, rA

*, rB
*, σA, σB, l, 
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ψ. Эту систему решаем методом простых 
итераций с использованием начальных зна-
чений hA, hB, rA

*, rB
* и ψ, известных после 

расчета начальной стадии образования 
складки по мембранной теории. Угол ψ ис-
пользуется в качестве независимой пере-
менной. На первой итерации из уравнения 
(23) определяется l по начальным значениям 
rA

* и rB
*. Затем решается линейная система 

(24), (25) относительно переменных rA и rB с 
использованием начальных значений hA и hB. 
По уравнениям (22) и (19) определяются на-
пряжения σB и σA, и по уравнениям (18) и 
(17) находятся новые приближения для rA

*, 
rB

*, hA и hB . Практически достаточная точ-
ность решения системы при малом прира-
щении угла δψ получается за одну-две ите-
рации. После завершения итераций при за-
данном угле ψ по формулам (26) и (16) оп-
ределяется зависимость P(s) при увеличении 
угла ψ. 

Ниже приведен пример расчета фор-
мообразования симметричной складки при 
осевом сжатии тонкостенной трубы из стали 
10 с начальным диаметром 50 мм и толщи-
ной стенки 1 мм. Аппроксимацией экспери-
ментальной кривой упрочнения зависимо-
стью (2) получены значения параметров 
σ0=280 Н/мм2, С = 2.8, n = 0.75. По формуле 
(1) при ν = 0.3 находим длину волны 
L=17.3мм. Начальная пластическая дефор-
мация e0 при Δ = 0.01мм по уравнению (14) 
равна 0.05. Критическая сила потери устой-
чивости P*, рассчитанная по уравнению 
(13), равна 57.26 кН.   

 
Рис. 3. Форма складки,  

найденная интегрированием уравнений 
 

На рис. 3 показана форма складки, най-
денная интегрированием уравнений (10) и 
(15) для радиального смещения ΔA = 1.8 мм. 
Расчетные значения перемещения s и силы P 
равны 3.27 мм и 10.77 кН. С увеличением s 

происходит быстрое снижение силы P и уве-
личение кривизны складки в точках A и B. 

На рис. 4 показаны формы складки для 
ψ = 1 (а), ψ = 1.6 (b) и ψ = 2 (c), рассчитан-
ные с использованием начальных данных  
rA

*, rB
*, hA и hB при ψ = 0.8 для складки, пока-

занной на рис. 3. В отличие от модели иде-
ально пластического шарнира [3] расчет ко-
нечной стадии формоизменения складки по 
настоящей модели показывает увеличение 
кривизны до конечных значений в точках A 
и B при контакте по внутренней границе 
складки в конце процесса. Эта форма каче-
ственно согласуется с экспериментальными 
данными, приведенными в работах [1,4,5]. 

 
а 

 
b 

 
c 
 

Рис. 4. Формы складки для ψ = 1 (а), ψ = 1.6 (b) и ψ = 2 (c) 
 

На рис. 5 показана зависимость осевой 
силы сжатия P, кН от перемещения s, мм 
при образовании одной складки, включая 
упругий участок OA до начала пластической 
деформации в точке A. 

 
Рис. 5. Зависимость осевой силы сжатия P, кН от 

перемещения s, мм 
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На участке AB происходит однородная 
пластическая деформация до e0 = 0.05 с уве-
личением силы P до критического значения 
57.26 кН в точке B. На участке BC происхо-
дит образование кольцевой складки до ее 
смыкания в точке C. Этот участок имеет 
круто падающую часть при малых переме-
щениях s после критической точки B , на ко-
торой образуется складка, рассчитываемая 
по  мембранной  теории,  и  пологую  часть 
при больших перемещениях s , на которой 
форма складки рассчитывается по модели 
идеально пластического изгиба. Эта модель 
показывает пологий минимум силы P в ок-
рестности угла ψ = π/2, после которого про-
исходит быстрое смыкание складки. При от-
сутствии упрочнения (идеально пластиче-
ская модель) и при e0 → 0 (тонкостенная 
труба большого диаметра) участок AB стя-

гивается к точке A и работа пластического 
формообразования складки сильно снижает-
ся. Расчеты работы формообразования коль-
цевых складок по модели идеально пласти-
ческого шарнира [3] приводят к заниженным 
оценкам по сравнению с экспериментальны-
ми данными [5].  

Проведены эксперименты по осевому 
сжатию трубы из стали 3 на гидравлической 
испытательной машине с записью графика 
P(s) при пластической потере устойчивости 
с образованием кольцевых складок. Кривая 
упрочнения материала получена осадкой 
кольцевых образцов между шлифованными 
плитами со смазкой суспензией машинного 
масла с графитом. Кривая упрочнения ап-
проксимирована зависимостью (2) с пара-
метрами σ0 =  320 Н/мм2, C = 2.25, n = 0.41.

 
а                                                  b                                                   c 

Рис. 6. Экспериментальные зависимости 
 

На рис. 6 сплошными линиями показа-
ны экспериментальные зависимости P(s) 
при потере устойчивости образцов с началь-
ными размерами D0, h0, H0 : 42, 3.2, 74 мм 
(а); 41.5, 3.25, 71.4мм (b) и 42, 3.75, 75 мм 
(c). На образцах (b) и (c) наблюдается пло-
щадка текучести, смещающая кривую на-
грузки по оси s. От точки A до точки макси-
мума кривой P(s) происходит однородная 
пластическая деформация e0 = 0.07, 0.095 и 
0.098 для образцов (а), (b) и (c) соответст-
венно. Максимальные силы соответствуют 
формуле (4). После точки максимума проис-
ходит потеря устойчивости образцов в виде 
двух плавно сопряженных складок.  

Расчетные зависимости показаны на 
рис. 6 штриховыми линиями. На участке од-
нородной пластической деформации образ-

цов до e0 зависимости P(s) рассчитаны по 
формуле (4). Силы в точках B и C расчетной 
зависимости P(s) получены моделированием 
складок с минимальной и максимальной ам-
плитудами радиального смещения точки A 
(см. рис. 1).  

При пластическом сжатии образцов с 
размерами D0 = 40 мм, H0 = 70 мм при h0 = 1 
и 2 мм наблюдали образование трех тре-
угольных и квадратных складок соответст-
венно. Деформации однородного сжатия для 
этих образцов перед потерей устойчивости 
равны 0.017 и 0.033 соответственно. Экспе-
рименты показывают увеличение критиче-
ской силы пластической потери устойчиво-
сти с увеличением толщины стенки за счет 
увеличения e0 и упрочнения материала об-
разца. 
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Рис. 7. Средние профили 

 
После разгрузки образцов измеряли 

профиль наружной поверхности с точно-
стью 0.01 мм. Измерения показали эксцен-
тричность профилей ~ 0.1 мм относительно 
оси образцов. На рис. 7 сплошными линия-
ми показаны средние профили r(z),мм для 
образца (b) в виде двух сопряженных скла-
док с различной  амплитудой.  

Амплитуды экспериментальных про-
филей и приведенные выше начальные де-
формации e0 использовали для расчета про-
филей симметричных складок на начальной 
стадии потери устойчивости. Длина волны, 
рассчитанная по уравнению (1), равна 28 
мм. Расчетные профили симметричных 
складок с заданными значениями амплиту-
ды показаны на рис. 7 штриховыми линия-
ми.  

Для складки с малой амплитудой рас-
четные профили практически совпадают с 
экспериментом. Для складки с большой ам-
плитудой расчетные профили отклоняются 
от эксперимента около контакта с подвиж-
ной плитой и в зоне сопряжения с нижней 
частью профиля. Длина волны L хорошо со-
гласуется с экспериментом для складки с 
малой амплитудой. Отклонения расчетного 
профиля складки с большой амплитудой от 
экспериментального можно объяснить влия-
нием контактного трения, некратностью вы-
соты образца длине волны L и отсутствием 
симметрии профиля при сопряжении скла-
док с различной амплитудой.  

Эксперименты показывают удовлетво-
рительное соответствие с расчетной моде-
лью начальной стадии пластической потери 
устойчивости трубы с образованием кольце-
вых складок по зависимости P(s) с учетом 

упрочнения материала и начальной пласти-
ческой деформации e0.  

Так как сила P для складки с малой 
амплитудой значительно больше силы для 
складки с большой амплитудой (точки B и C 
на рис.6), то деформирование складки с 
большой амплитудой продолжается с паде-
нием силы P без деформирования складки с 
малой амплитудой вплоть до смыкания 
складки с большой амплитудой. При даль-
нейшем сжатии трубы происходит увеличе-
ние силы P до значения, соответствующего 
складке с малой амплитудой  и меньшего по 
сравнению с начальной силой потери устой-
чивости. 

При стационарном складкообразова-
нии достаточно длинной трубы устанавли-
ваются постоянные формы конечной и на-
чальной складок, проводящие к периодиче-
ским зависимостям силы от перемещения, 
наблюдаемым в экспериментах [1,4,5].  
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Plastic forming of circular buckling folds is considered for axially compressed tube. Initial stage of the buckling 
fold forming is calculated using membrane rigid-plastic shell model with Mises yield criterion and plastic work harden-
ing effect. Final stage of the buckling fold forming is calculated using ideal plastic bend model. Models predictions are 
reasonable correlated with experimental data. 
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