
102

Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета, № 1, 2004

I. Пусть требуется решить задачу Коши
для обыкновенного дифференциального
уравнения с постоянными коэффициентами:
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Здесь y(t) – искомая функция; ( )( )ty i  –
производная искомой функции порядка i;   f(t)
– свободный член уравнения; ia  – постоян-
ные коэффициенты уравнения;
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начальные условия.

 Будем считать, что искомое решение
y(x) и свободный член f(x) удовлетворяют ус-
ловиям существования преобразования Лап-
ласа. Тогда для (1) в образах будем иметь:
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Здесь р – параметр преобразования Лап-

ласа, Y(p) – образ Лапласа искомого решения,
F(p) – образ Лапласа свободного члена урав-
нения.

Перепишем (2) в виде
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Если ввести обозначения
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то соотношение (3) можно записать в виде

)).()()(()( ppFpGpY Ψ+= (5)

Из соотношения (5) в соответствии с
теоремой о свертке и свойствами преобразо-
вания Лапласа получаем
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Здесь G(t) – оригинал для образа Лап-
ласа, G(p) – функция Грина исходной крае-
вой задачи, а )(τψ  - оригинал для )p(ψ -
образа Лапласа начальных условий.

Запишем (5) в виде
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Из равенства (7) следует, что отноше-
ние образов Лапласа  )p(Y  и )p()p(F Ψ+
должно быть постоянным для любых реше-
ний исходной задачи (1) и представлять со-
бой образ Лапласа ее функции Грина. Поэто-
му для того, чтобы найти образ Лапласа фун-
кции Грина исходной задачи Коши, достаточ-
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Излагается метод решения задач математики и механики – метод опорных функций [1]. Идея метода
излагается на примере решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, задачи Ди-
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но взять произвольное решение – опорную
функцию, вычислить образы Лапласа Y(p) и
F(p) + Ψ(p) и поделить одно на другое.

Проиллюстрируем это на примере за-
дачи Коши для уравнения второго порядка:

.y)0(y,y)0(y
),t(f)p(ya)t(ya

10

20

=′=
=+′′

(8)

1. Выберем в качестве опорной функ-

ции 3)( tty = . Тогда 3
20 6)( tatatf += .

Вычислим начальные условия y (0) = 0,
0)0(y =′  и образы Лапласа этих функций.

Будем иметь
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2. Выберем в качестве опорной функ-
ции y (t) = sin ( kt ). Тогда

 f(t) = - a0 k
2 sin ( kt ) + a2 sin ( kt ) =

       = sin ( kt )(- a0 k
2+a2 ).

Вычислим начальные условия y(0) = 0,
k)0(y =′  и образы Лапласа этих функций.

Будем иметь

,)( 22 kp
kpY
+

=

ka
kp

kakappF 0
20 +

+
+−

=Ψ+ 22

2 )()()(

откуда

ka
kp

k)aka(
kp

k

)p(G

022
2

2
0

22

+
+
+−

+=

либо

2
2

0 apa
1)p(G

+
= .

Видно, что в обоих случаях при столь
не похожих опорных функциях получен один
и тот же образ Лапласа функции Грина ис-
ходной задачи Коши. В качестве опорной
функции можно брать любую функцию, име-
ющую производные - функции, отличные от
тождественного нуля до порядка n – порядка
уравнения включительно. Например, в слу-
чае дифференциального уравнения второго
порядка опорная функция должна иметь про-
изводные, отличные от тождественного нуля
до второго порядка. Поэтому в качестве опор-
ных функций в этих примерах взяты t3 и
sin (kt). Если это условие не выполняется, то
исходное дифференциальное уравнение от-
носительно опорной функции вырождается
в уравнение меньшего порядка.

Таким образом, из соотношения (6) и
его образа Лапласа (5) следует, что для поис-
ка решения задачи Коши не нужно решать
дифференциальное уравнение, а достаточно
методом опорных функции найти образ Лап-
ласа функции Грина, умножить его на сумму
образов  Лапласа свободного члена и началь-
ных условий и вычислить обратное преобра-
зование Лапласа.

II. Аналогичная ситуация складывает-
ся в случае решения краевых задач для эл-
липтических дифференциальных уравнений.
В случае задачи Дирихле
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для поиска функции Грина необходимо ре-
шить задачу
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В случае задачи Неймана
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для поиска функции Грина необходимо ре-
шить задачу
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В задачи для поиска функций Грина (10)
и (12) не входят свободные члены уравнений
и краевые условия задач Дирихле и Нейма-
на, и они для всех возможных решений этих
задач, определяемых краевыми условиями и
свободными членами уравнений, всегда одни
и те же. Поэтому найти функцию Грина за-
дачи Дирихле или задачи Неймана для конеч-
ных областей произвольной формы можно
методом опорных функций, не прибегая к
решению задач (10) и (12). Действительно, в

случае задачи Дирихле (9) решение )x(u вы-
ражается через функцию Грина соотношени-
ем
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Используя метод опорных функций, из

соотношения (13),  не решая задачу (10), мож-
но найти функцию Грина. Для этого доста-
точно решить уравнение (13) относительно
функции Грина G при выбранной опорной

функции )x(u . Поскольку в уравнении (13)
присутствуют свертки, то удобно решать его
методом преобразования Фурье, предполагая
наличие Фурье-образа у функции Грина,
опорной функции и соответствующего сво-
бодного члена уравнения. Из всех возможных

опорных функций удобнее взять такую, что-
бы уравнение (13) для поиска функции Гри-
на получилось легко решаемым. Если, напри-
мер, в качестве опорной взять функцию, при-
нимающую нулевые значения на границе об-
ласти, то уравнение (13) примет вид

.yd)y(f)yx(G)x(u
V
∫ −−= (14)

В этом случае Фурье-образ функции

Грина )k(G * выразится через Фурье-образы
опорной функции и вычисленной по ней пра-
вой части уравнения согласно теореме о свер-
тке

)k(f
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*
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Выбор функций, дважды непрерывно
дифференцируемых в рассматриваемой обла-
сти и принимающих нулевые значения на ее
границе, достаточно широк. В качестве та-
ких функций можно, например, выбрать фун-

кции вида: n))y,x(z(()x(u γ−= , где

)y,x(z γ=  - уравнение границы области.
III. Работоспособность метода опорных

функций проверялась на решении различных
задач. Приведем здесь решение задачи Ди-
рихле для эллиптического дифференциально-
го уравнения в случае, когда рассматривае-
мая область представляет собой кольцо:
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Внутренний радиус кольца равняется
5π, а внешний - 10π. Опорное решение име-
ет вид

22222222 ))10(yx())5(yx()y,x(u ππ −+−+=

и принимает на границах кольца нулевое зна-
чение. По опорному решению вычисляется
свободный член уравнения, а затем Фурье-
образы опорного решения и свободного чле-
на. Фурье-образ функции Грина находится
как частное Фурье-образов опорного реше-
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ния и свободного члена. В качестве конт-
рольного решения выбирается функция
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По контрольному решению вычисляет-
ся свободный член уравнения и краевое ус-
ловие, по которым с помощью найденного
Фурье-образа функции Грина строится реше-
ние задачи. Затем контрольное решение срав-
нивается с найденным по краевому условию
и свободному члену. Результаты показали, что
решения совпадают с точностью до третьего
знака после запятой.

IV. Метод опорных функций можно
применять и в задачах теории упругости, и
при решении интегральных уравнений. Если
можно выразить решение задачи в виде ин-
тегрального оператора, то его ядро может
быть точно, либо, в крайнем случае, анали-
тически приближенно найдено методом
опорных функций. Покажем, как этим мето-
дом решаются задачи теории упругости для
анизотропных материалов при деформирова-
нии конечных тел произвольной формы.

Рассмотрим  первую краевую задачу
статической теории упругости для анизотроп-
ного материала:
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Здесь ijpqΓ  - компоненты тензора уп-
ругих постоянных, поверхность S - кусочно-
гладкая, x - радиус-вектор точки простран-
ства.

Для решения краевой задачи (18)  век-
тор перемещений u (x) представим в виде
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где )( y-xijG  - тензор Грина краевой зада-
чи (18).

Соотношение (19) при известных век-
тор-функциях )( ),( yx ji Fu   представляет со-
бой интегральное уравнение для поиска не-
известного )(xijG  - тензора Грина краевой
задачи (18). Выберем в качестве опорных не-
сколько векторов u (x), компоненты которых
на поверхности S тела принимают нулевые
значения. В этом случае уравнение (19) уп-
ростится:

∫
V

)d()-(=)( yyyxx AA
jiji FGu , (20)

где индекс A  определяет номер выбранной
опорной вектор-функции.

Воздействуя оператором Ламе
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на выбранные опорные векторы перемеще-
ний, вычислим соответствующие им векто-
ры массовых сил.

Преобразуем равенство (20) по Фурье.
Согласно теореме о свертке по конечной об-
ласти

)()(=)( kkk AA
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*
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*
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Равенство (21) позволяет найти иско-
мый тензор Грина краевой задачи (18):
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В качестве деформируемого тела рас-

сматривается анизотропная прямоугольная
пластина со стороной 20π  и с круглым от-
верстием, смещенным относительно центра
пластины. По двум выбранным опорным век-
тор-функциям определяется тензор Грина
задачи. Далее, аналогично предыдущему, в
качестве контрольного решения выбирается
вектор-функция с компонентами:
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По контрольному решению вычисляет-
ся вектор массовых сил и краевое условие,
по которым с помощью найденного Фурье-
образа функции Грина строится решение за-
дачи. Затем контрольное решение сравнива-
ется с найденным по краевому условию и
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свободному члену. Результаты , как и в пре-
дыдущем случае, совпали с точностью до тре-
тьего знака после запятой.
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