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Явление малоцикловой усталости хорошо изучено с экспериментальной точки зрения на примере одно-

осного деформирования плоских и цилиндрических образцов. Вместе с этим, при эксплуатации детали в усло-
виях повторно-статических нагрузок частицы материала могут деформироваться по законам, значительно отли-
чающихся от одноосного деформирования. Это требует формулировки условий пластичности и предельного 
состояния для пространственных процессов деформирования.  Эта формулировка должна учитывать особенно-
сти процессов малоцикловой усталости материалов: наличие эффекта Баушингера; оценки меры повреждаемо-
сти материала в виде работы внутренних сил на пластических деформациях, связанных с его упрочнением. С 
этой целью сформулирован и теоретически обоснован подход к построению  нового условия пластичности - 
поверхности нагружения, связанной с линиями уровня  поверхности деформационных состояний несжимаемого 
жесткопластического тела и условия предельного состояния частицы материала. Основным отличием предла-
гаемого подхода является использование в качестве меры деформаций тензоров конечных деформаций и опи-
сание с его помощью эффекта Баушингера. 

 
Прочность, пластичность, разрушение. 
 
1. Циклически упрочняющиеся мате-

риалы разрушаются от усталости, и их раз-
рушение хорошо описывается формулой 
Коффина-Мэнсона [1-3]: 

 m
плN Mε = ,            (1) 

где εпл- ширина петли гистерезиса; N - число 
циклов; m, M – константы материала. Энер-
гетическая интерпретация формулы (1) была 
дана Фелтнером и Морроу [4], согласно ко-
торой разрушение наступает тогда, когда 
суммарная энергия, рассеиваемая в единице 
объема материала, вследствие наличия не-
обратимых пластических деформаций дос-
тигает определенной критической величи-
ны: 

1
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N кр
N

W W
=
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где  pN
 
- число циклов до разрушения; NW  -  

энергия, рассеиваемая в единицы объема 
материала при N-м цикле; крW -  критическая 
величина энергии, которая равна энергии 
разрушения при статическом разрыве. 

В дальнейшем Мартин [5] уточнил 
данную формулировку, предполагая, что 
мерой усталостных повреждений является 
только часть энергии, связанная с процесса-
ми упрочнения. В этой трактовке величины 

NW  и  крW
 
характеризуются заштрихован-

ными площадями на рис. 1. 

Заметим, что в соотношении (2)
 
вели-

чина крW  определяет предельное состояние 
материала, соответствующее точке B  на 
статической диаграмме σ− ε , и, собственно, 
разрушение материала (образование новых 
свободных поверхностей)  не рассматрива-
ется. Для разрушения частицы материала 
необходимо сообщить дополнительную 
энергию W∗  (совершить «долом» материала). 

Согласно соотношению (2) процесс до-
ведения материала до критического состоя-
ния при жёстком циклическом нагружении 
образца можно трактовать следующим обра-
зом: при каждом цикле нагружения критиче-
ская точка B  смещается по диаграмме σ− ε  
влево согласно энергии гистерезиса (точка 
B′ ) и при достижении деформированного 
состояния в цикле (точка A ) материал дос-
тигает предельного состояния (состояния 
предразрушения). 

В работе [1] отмечено, что разрушение 
материала после определённого числа цик-
лов связано с накоплениями деформаций и 
исчерпанием пластичности (т.е. с предель-
ным деформационным упрочнением). По-
этому естественно связать предельное со-
стояние с предельным упрочнением мате-
риала и с соответствующим ему положением 
поверхности нагружения. 
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Соотношение (2) не содержит упругих 

констант и, следовательно, при расчете крW  
можно ограничиться рассмотрением упроч-
няющегося жёсткопластического тела. При-
нято считать [6], что в интервале долговеч-
ности, меньше 31 10⋅ циклов упругую дефор-
мацию оправданно не учитывать, а её учёт 
обязателен при долговечностях больше 

51 10⋅ . Процессы деформирования и разру-
шения плоских и цилиндрических образцов в 
этой постановке изложены в [7,8]. 

Реальные процессы деформирования 
материала в элементах конструкций могут 
значительно отличаться от одноосного де-

формирования, и соотношение (2) должно 
быть обобщено на пространственные про-
цессы деформирования. Это обобщение 
должно учитывать следующие особенности 
малоцикловой усталости: 

−  повреждаемость материала осущест-
вляется за счет энергии гистерезиса на пла-
стических деформациях, связанных с упроч-
нением материала, что требует учёта эффек-
та Баушингера; 

−  диапазон пластического деформиро-
вания материала значительно превышает 
диапазон малых деформаций, что требует 
использования в качестве меры деформаций 
тензоров конечных деформаций.  

Рис. 1.  Энергия пластической деформации, связанная с процессами упрочнения 
(заштрихованные площади): а - в цикле; б - при монотонном нагружении 

а б 

 

Рис. 2. Поверхность деформационных состояний (а) и линии уровня (б) 

а б 
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2. В работах [9-12] рассмотрен вариант 
поверхности нагружения, связанной с ли-
ниями уровня поверхности ∑ деформацион-
ных состояний несжимаемого жёсткопласти-
ческого тела (см. рис. 2,а), задаваемой соот-
ношениями 
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где , ,i i iC Eε  − главные значения тензоров 
скоростей деформаций ijε , Коши ijC   и Аль-
манси ijE :  
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Здесь ,i iX x  − эйлеровы и лагранжевы пере-
менные, iu  - вектор перемещения, ijδ  − сим-
вол Кронекера.  

Проекции линий пересечения поверх-
ности ∑ с плоскостями, параллельными де-
виаторной плоскости, на девиаторную плос-
кость даны на рис. 2,б. Они называются в 
дальнейшем линиями уровня, так как они 
определяются их расстояниями h  от точки 
O  (точки недеформированного состояния). 
Эти линии связываются с поверхностью на-
гружения с помощью кривой деформирова-
ния в координатах σ− ε  для цилиндрических 
и плоских образцов. 

Уравнение поверхности нагружения в 
координатах главных значений тензора на-
пряжения имеет вид 
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σ = σ +σ +σ . 

Данная поверхность учитывает эффект 
Баушингера и конечность пластических де-
формаций. Параметром упрочнения здесь 
является первый инвариант тензора Альман-
си 1 2 3h E E E= + + . Изображая процессы де-
формирования линиями L на поверхности ∑ 
и их проекциями l на девиаторную плос-
кость, можно выделить ортогональные про-
цессы деформирования (ортогональные ли-
ниям уровня в девиаторной плоскости про-
странства iE ). Эти процессы обладают сле-
дующим свойством: удельная работа внут-
ренних сил при деформировании из точки O  
( 0h = ) до уровня h  равна одному и тому же 
значению W , которое равно h  (W h= ). При 
деформировании по ортогональным процес-
сам происходит упрочнение материала, а при 
деформировании по линиям уровня упроч-
нения не происходит. 

Если изображать произвольный цикли-
ческий процесс в девиаторной плоскости 
(рис. 3, замкнутая линия OABCO), то соглас-
но свойствам линий уровня поверхности ∑ 
(см. рис. 2) энергия пластической деформа-
ции, связанная с процессами упрочнения, 
точно будет равна энергии за цикл для соот-
ветствующего цикла одноосного деформи-
рования цилиндрического образца (см. рис. 
1,а), изображаемого прямым отрезком ODO, 
т.е. циклу при ортогональном одноосном де-
формировании. 

Построение этой поверхности для кон-
струкционных материалов связано с описа-
нием процессов одноосного деформирования 
плоских или цилиндрических образцов с ис-
пользованием инвариантов тензоров конеч-
ных деформаций, которые связаны с относи-
тельным удлинением образца δ  следующим 
образом [7,8]: 

- для цилиндрических образцов 
( )

( )1 2

21
2 1

E
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+ δ
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1
2
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3
1
2

E = − δ ;
  

- для плоских образцов в условиях пло-
ской деформации  
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2 2 1
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3 0E = ;  
- для плоских образцов в условиях 

плоского напряженного состояния  

1
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Предельное состояние материала опре-
деляется линией M ∗  на поверхности ∑ и ли-
нией m∗  в девиаторной плоскости. Таким 
образом, устанавливается соответствие меж-
ду диаграммами деформирования образцов 
при одноосном нагружении в плоскости 
σ− ε  и поверхностью деформационных со-
стояний ∑: предельной точке B  (см. рис. 
1,б) соответствует предельная линия M∗   
или m∗  (см. рис. 2). При циклическом нагру-
жении материала линия M ∗ ( m∗ ) изменяет 
своё положение и стремится к текущему де-
формационному состоянию в цикле (анало-
гично движению точки B  в положение B′ ). 
Данное соответствие показывает, что сфор-

мулированный в работах [9-12] деформаци-
онно-энергетический подход является обоб-
щением классического подхода, используе-
мого при оценке малоцикловой усталости на 
общие пространственные процессы дефор-
мирования, в том числе с произвольной 
формой цикла. 
 

     -
   ( ),  
    218  

09.04.2010. 
 

Библиографический список 
 

1. Писаренко, Г.С. Сопротивление жа-
ропрочных материалов нестационарным си-
ловым и температурным воздействиями 
[текст] / Г.С. Писаренко, Н.С. Можаровский, 
Е.А. Антипов. – Киев: Наук. думка, 1974. – 
200 с.  

2. Manson, S.S. Behavior of materials un-
der condition of thermal stress / S.S. Manson - 
In: Heat transfer Symp. Univ. of Michigan Eng. 
Res. Inst., 1953, p. 9-75. 

3. Coffin, L.F. A study of the effects of 
cyclic thermal stresses in ductile metals / L.F. 
Coffin. –Trans. ASME. – 1954. – N 76. – P. 
931-950. 

4. Feltner, C.E., Microplastic strain hyste-
resis energy as a criterion for fatigue fracture /  
C.E. Feltner,  J.D. Morrow.  – Trans. ASMED, 
1961. – 83, №1. – P. 15-22. 

5. Martin, D.E. An energy criterion for 
low-cycle fatigue / D.E. Martin // J. Basic Eng., 
Trans. ASME. – 1961. – P. 565-571. 

6. Механическое поведение материалов 
при различных видах нагружения [текст] / 
В.Т. Трощенко, А.А. Лебедев, В.А. Стрижало 
[и др.] – Киев: Логос, 2000. – 571 с. 

7. Пластические константы разрушения 
[текст] / А.И. Хромов, А.А. Буханько, О.В. 
Козлова [и др.] // ПМТФ. – 2006. – Т. 47, № 
2. – С. 147-155. 

8. Хромов, А.И. Разрушение жёсткопла-
стических тел. Константы разрушения 
[текст] / А.И. Хромов, О.В. Козлова. – Вла-
дивосток: Дальнаука, 2005. – 159 с. 

9. Кочеров, Е.П. Деформационные со-
стояния и разрушение идеальных жёстко-
пластических тел [текст] / Е.П. Кочеров, 

Рис. 3. Циклическое деформирование частицы 
материала в условиях пространственного 
нагружения (OABCO) и эквивалентное по 
повреждаемости одноосное циклическое 
деформирование (ODO) цилиндрического 

образца 

 



Авиационная и ракетно-космическая техника 
 

 27 

А.И. Хромов // Вестн. СамГТУ. – 2006. – № 
42. – С. 66-71. 

10. Хромов, А.И. Поверхность нагруже-
ния, связанная с линиями уровня поверхно-
сти деформаций несжимаемого жёсткопла-
стического тела [текст] / А.И. Хромов,  Е.П. 
Кочеров, А.Л. Григорьева // Вестник Сам-
ГТУ. – 2006. – Вып. 43. – С. 88-92. 

11. Хромов, А.И. Деформационные со-
стояния и условия разрушения жёсткопла-

стических тел [текст] / А.И. Хромов, Е.П. 
Кочеров, А.Л. Григорьева // ДАН. – 2007. – 
Т. 413, № 4. – С. 481-485.  

12. Деформационно-энергетический кри-
терий разрушения жёсткопластических тел 
[текст] / А.А. Буханько, А.Л. Григорьева, 
А.И. Хромов [и др.] // Изв. РАН. МТТ. – 
2009. – № 6. – С. 178-186. 

 
 
 

STRAIN-ENERGY APPROACH AND LOW-CYCLE FATIGUE OF MATERIALS 
©2011  E. P. Kotcherov 1, A. A. Bukhanko2, A. I.Khromov2  

1JSC «KUZNETSOV» 
2Samara State Aerospace University named after academician S. P. Korolyov  

(National Research University) 
Low-cycle fatigue is well researched in terms of uniaxial test experiments of plane and cylindrical specimens. At 

the same time material particles can be deformed at product operation under laws that differ from uniaxial test. It re-
quires the definition of conditions of plasticity and limiting state for spatial deformation processes. This definition 
should consider singularities of low-cycle fatigue process: Bauschinger effect; estimations of material fault probability 
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rigid-plastic body. Use of tensors of finite strain as a measure of strain and description of Bauschinger effect with help 
of these tensors is main difference of suggested approach. 
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