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Рассмотрен процесс преобразования продольной волны деформации на границе разнородных 
стержней с линейным упругим элементом. Изложена процедура численного расчета процесса преобра-
зования волны деформации в стержневой системе. Результаты моделирования сопоставлены с аналити-
ческим решением для тестовой задачи. 
 

Волна деформации, преобразование волны деформации, трансформация волны деформации, со-
пряжение стержней, стержневая система, моделирование. 

 
Введение 

При нанесении продольного удара 
по стержневой системе в последней фор-
мируется распространяющаяся волна де-
формации [1, 2]. Если в стержневой сис-
теме имеются сопряжения разнородных 
участков, то на границе сопряжения воз-
никают процессы, связанные с отражени-
ем и трансформацией волн. Эти процессы 
наиболее изучены для идеальных границ, 
когда сопряженные сечения участков 
имеют одинаковые перемещения и скоро-
сти [3, 4], а трансформация волн связана 
лишь с разной площадью поперечных се-
чений сопрягаемых участков и различием 
физико-механических свойств материалов 
этих участков. 

Менее изучены процессы преобра-
зования волн деформаций в стержневой 
системе, имеющей такие сопряжения, ко-
гда перемещения сопряжённых сечений 
различны из-за наличия между ними про-
межуточных деформируемых тел. Из из-
вестных работ можно отметить исследо-
вания Алпеевой В. А. [2], Манжосова 
В. К., Новиковой И. Н. [5, 6], Саруева 
Л. А., Слистина А. П., Авдеевой А. И. 
[7, 8]. 

1. Постановка задачи 
В данной работе представлены ре-

зультаты моделирования процесса преоб-
разования продольной волны деформации 
с убывающей интенсивностью на границе 
разнородных стержней с линейным упру-

гим элементом. Схема стержневой систе-
мы изображена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема стержневой системы при па-

дающей волне деформации: 
1, 2 - стержни системы; 3 - упругий элемент 

Два разнородных стержня в сечении 
0x =  разделены упругим элементом с жё-

сткостью k . На границу 0x =  со стороны 
стержня 1 падает прямая волна, описы-
ваемая  функцией ( )1 1f a t x− , где 1a  – 
скорость распространения волны в стерж-
не 1. Требуется определить формируемую  
в сечении 0x =  прямую волну ( )2 2f a t x− , 
распространяющуюся в направлении оси  
x по стержню 2 ( 2a  – скорость распро-
странения волны в стержне 2), и обратную 
волну ( )1 1a t xϕ + , распространяющуюся 
по стержню 1 в обратном направлении. 

Полагаем, что на процесс прохожде-
ния волны через упругий элемент гранич-
ные условия на левом конце первого 
стержня и на правом конце второго 
стержня не оказывают влияния, т. е. 
стержни являются полуограниченными. 
Начало координат совмещено с положе-
нием упругого элемента. 
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Движение поперечных сечений рас-
сматриваемой динамической системы 
описывается волновыми уравнениями 
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где 1( , )u x t , 2 ( , )u x t  – перемещения сече-
ний соответственно 1-го и 2-го стержней, 

1a , 2a  – скорости распространения волн 
деформаций в стержнях. 

Начальное состояние системы опи-
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Граничные условия рассматривае-
мой динамической системы имеют вид: 
для 0=x  
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где  
k  – жёсткость упругого элемента;  

1E , 2E  – модули упругости материалов 
стержней; 

1A , 2A  – площади поперечных сечений 
стержней. 

Продольная деформация в сечении 
для х= 0 
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Используя формулы (9) и (10) в гра-
ничных условиях (5) и (6) и полагая, что 

при 0=t  перемещения сечений 0x =  в 
стержнях равны нулю, получим 
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где  
1 1 1

2 2 2

E A ar
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=  – отношение волновых 

сопротивлений стержня 1 и стержня 2. 
Из формулы (12) при дифференци-

ровании по t  имеем 
1
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2. Построение решения 
Решение дифференциального урав-

нения (13) строится методом последова-
тельных приближений. Учитывая, что  

( ) ( )
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а также выражения (13) для ( )2 2f a t′′ , полу-
чим для i-го приближения (в выражениях 
для упрощения опущены аргументы 
функций) 
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где 
0,2f ′  – значение функции ( )2 2f a t′  при  

itt    ,0=  = 1, 2, 3, … – число последова-
тельных приближений. 

Аппроксимируем падающую волну 
1f ′  ступенчатыми участками постоянной 
интенсивности. На рассматриваемом ма-
лом интервале времени ( tttt ∆+≤≤ 00 )  

constf =′1 . В результате приходим к вы-
ражению 
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где 0ttt −=∆ . 
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Число последовательных приближе-
ний ,...3 ,2 ,1=i  определяется выполнени-
ем неравенства 
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где  
f~∆  – относительная величина, харак-

теризующая степень приближения. 
После того, как будет найдено зна-

чение 2f ′ , используя (11), находим 
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Рассмотрим случай, когда изменение 
падающей волны 1 1( 0)f a t′ − описывается 
линейной функцией  с отрицательным уг-
ловым коэффициентом (волна имеет тре-
угольную форму): 
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где  
0ε − максимальное значение модуля 

деформации в падающей волне;  
Т – длительность действия падающей 

волны 1 1( )f a t′ ;  
t −  время. 
Формулу (14) представим в безраз-

мерных величинах параметров: 
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Обозначим  
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где  
l∆  – единица длины стержня 2,  

2/T l a∆ = ∆  – время, в течение которого 
волна  2 2( )f a t x′ −  пройдёт расстояние l∆ ;  

k% – отношение жёсткости упругого 
элемента к продольной жёсткости стерж-
ня 2 длиной l∆ . 

Используя введённые обозначения, 
преобразуем выражение (14): 
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3. Результаты расчёта 
Осуществлена реализация предло-

женного алгоритма при моделировании 
процесса преобразования продольной 
волны на границе разнородных участков 
стержней, разделённых линейным упру-
гим элементом. Результаты моделирова-
ния сопоставлены с результатами расчёта 
по аналитической зависимости, получен-
ной в работе [6]: 
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В табл. 1 представлены результаты 
расчёта параметров трансформированной 
волны 2 2( )f a t′/%  по формулам (15), (16). 
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Таблица 1. Результаты расчёта параметров трансформированной волны 2 2( )f a t′/%  

Трансформированная волна 2 2( )f a t′/%  

Расчёт по 
формулам 
(15), (16) 

Моделирование 
Расчёт по 
формулам 
(15), (16) 

Моделирование 

 
Время, 

/t T  

Падающая 
волна, 

1 1( )f a t′/%  

k%  = 1 k%  = 2 
0 1,0 0 0 0 0 

0,1 0,9 0,172 0,169 0,312 0,305 
0,2 0,8 0,294 0,290 0,488 0,480 
0,3 0,7 0,376 0,372 0,573 0,565 
0,4 0,6 0,426 0,421 0,597 0,590 
0,5 0,5 0,448 0,443 0,581 0,574 
0,6 0,4 0,448 0,443 0,536 0,531 
0,7 0,3 0,430 0,425 0,474 0,470 
0,8 0,2 0,397 0,392 0,399 0,396 
0,9 0,1 0,352 0,348 0,316 0,314 
1,0 0 0,297 0,293 0,227 0,225 
1.1 0 0,243 0,240 0,152 0,152 
1,2 0 0,199 0,197 0,102 0,102 
1,3 0 0,163 0,162 0,0684 0,0694 
1,4 0 0,133 0,133 0,0458 0,0469 
1,5 0 0,109 0,109 0,0307 0,0317 
1,6 0 0,089 0,089 0,0206 0,0214 
1,7 0 0,073 0,073 0,0138 0,0144 
1,8 0 0,060 0,06 0,0092 0,0097 
1,9 0 0,049 0,049 0,0062 0,0066 
2,0 0 0,04 0,04 0,0041 0,0044 

При моделировании строились диа-
граммы падающей волны 1f ′% , сформиро-

ванной в сечении 0x =  прямой волны 2f ′%  
и обратной волны 1ϕ′% . Отдельные диа-
граммы представлены на рис. 2 для сле-
дующих параметров стержневой системы:  
− падающая волна треугольной формы 
длительностью 1T =% ,  
− отношение волновых сопротивлений 

r= 1,  

− скорости распространения волн 
1 2a a= ;  
− отношение жёсткости упругого эле-
мента к продольной жёсткости единицы 
длины стержня 2 (1, 2, 4, 5, 6, 8, 10)k ∈% . 

 

 
 

а) диаграмма волны 1f ′%  при 0t =  
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б) диаграммы волн 1f ′% , 2f ′% , 1ϕ′%  при 0 t T< <  

 
в) диаграммы волн  2f ′% , 1ϕ′%  при t T=  

 
г) диаграммы волн  2f ′%

, 1ϕ′%
 при 2t T=  

Рис. 2. Диаграммы прямых волн 1f ′% , 2f ′%  и обратной волны 1ϕ′%  

На рис. 3 представлены диаграм-
мы падающей 1f ′%  и трансформирован-

ной 2f ′%  волн для различных значений 

относительной жёсткости k% . Относительное 
время /t t T=% . 

 

 
1k =%  

 

  
2k =%  
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4k =%  

 
 

6k =%  
 

  
8k =%  

 

  

Рис. 3. Диаграммы волн 1f ′%  и 2f ′%  для различных значений жесткости k%  

Анализ полученных диаграмм по-
казывает, что трансформация волны бо-
лее существенна при меньших значени-
ях жёсткости упругого элемента k% . 

Обратимся к формулам (15), (16). 

При k → ∞%  слагаемые 0
( 1)

r
r T k

→
+ ⋅ ⋅ %%

 

и 1exp 0r tk T
r T
+ − ⋅ ⋅ ⋅ → 

 
% % . Формулы 

для расчёта 2 2( )f a t′/%  принимают вид 

2 2( )f a t′/%  = 1

2

2
1

ar
r a

⋅
+

1 t
T

 − 
 

,     0 1t
T

≤ ≤ ; 

2 2( )f a t′/%  = 0,  1t
T

≥ . 

Полученные формулы описывают 
формируемую в стержне 2 волну де-
формации в случае идеального сопря-
жения стержней. Если стержни изготов-
лены из одного материала ( 1 2a a= ) и 

имеют равные волновые сопротивления, то 
при k → ∞%  

2 2( )f a t′/%  = 1 t
T

 − 
 

 = 1 1( 0)f a t′ −/% , 0 1t
T

≤ ≤ ; 

 2 2( )f a t′/%  = 0,  1t
T

≥ . 

Это означает, что при k → ∞%  про-
шедшая в стержень 2 волна деформации 

2 2( 0)f a t′ −/%  полностью воспроизводит па-

дающую волну 1 1( 0)f a t′ −/% . 
Работа выполнена в рамках реализа-

ции ФЦП «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной Рос-
сии» (2009–2013 гг.), ГК № П1122. 
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The paper deals with the process of transformation of longitudinal deformation wave at the boundary of 
heterogeneous bars with a linear elastic element. The procedure of numerical computation of deformation wave 
transformation process in a bar system is presented. The results of modeling are compared with the analytical 
solution for a test problem. 
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