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1. Введение. Задачи обтекания группы
тел часто встречаются в различных областях
техники, а также при воздействии воздушных
потоков на высотные строительные сооруже-
ния. В качестве примеров можно привести
интерференцию боковых ускорителей раке-
тоносителя с его корпусом при поперечном
обтекании, интерференцию некругового фю-
зеляжа и подвесных баков или гондол, интер-
ференцию высотных труб теплоэлектростан-
ций, обтекание семейства труб в теплообмен-
ных аппаратах.

Модель потенциального обтекания та-
ких объектов является наиболее простой и
может быть использована в качестве одной
из составляющих в более общей модели те-
чения. Иногда при аэродинамическом проек-
тировании летательных аппаратов (ЛА) мо-
дель потенциального течения является дос-
таточной для получения аэродинамических
характеристик на стадии предварительного
проектирования. Модели на основе уравне-
ний Эйлера или Навье-Стокса при аэродина-
мическом проектировании, когда выполняет-
ся оптимизация, требуют больших затрат
машинного времени. Однако даже модель
потенциального течения около группы тел
может привести к большим временным зат-
ратам, если напрямую использовать методы
особенностей (панельный  метод
[1, 2], МДВ [3], комплексный метод гранич-
ных элементов [4, 5]). С математической точ-
ки зрения эти методы можно отнести к груп-
пе численных методов граничных элементов,
которые, в конечном счете, сводятся к реше-
нию системы линейных алгебраических

уравнений (СЛАУ) с матрицей плотной
структуры. Порядок системы определяется
общим количеством граничных элементов, на
которые разбиваются образующие тел.

Рассмотрим частный случай, когда каж-
дый контур имеет приблизительно одинако-
вую длину образующей. Разобьем образую-
щую каждого тела на N  граничных элемен-
тов. Если число контуров принять за k, то
общее количество элементов равно k·N. Из-
вестно, что машинное время при решении
СЛАУ с матрицей плотной структуры мето-
дом исключения пропорционально (k·N)3, а
при применении итерационных методов –
m·(k·N)2, где m – количество необходимых
итераций для достижения заданной точнос-
ти. Ясно, что при m < k⋅N итерационные ме-
тоды оказываются более экономичными по
сравнению с методами исключения. Для удов-
летворения высокой точности требуется
большое число элементов, что независимо от
выбранного численного метода решения
СЛАУ неизбежно будет приводить к значи-
тельным затратам компьютерного времени.
Поэтому поиск путей повышения экономич-
ности методов решения потенциальных за-
дач обтекания тел является актуальной зада-
чей вычислительной гидроаэродинамики.

Эффективным методом решения потен-
циальных задач обтекания тел является тео-
рия функций комплексного переменного
(ТФКП) [6], в которой широко используется
конформное отображение физической обла-
сти течения на вспомогательную плоскость
комплексного переменного. Однако для зада-
чи обтекания группы тел расчетная область
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является многосвязной, для которой приме-
нение конформного отображения затрудни-
тельно. Для частного случая круговых цилин-
дров предложен метод инверсий диполей и
вихрей [7, 8], но он ограничен геометрией
только круговых цилиндров. Для произволь-
ного тела и двух круговых цилиндров задача
решена в работе автора [9]. Однако предло-
женный метод является приближенным, по-
скольку условия непротекания на централь-
ном произвольном теле строго не выполня-
ются и погрешность определения скоростей
на теле увеличивается при приближении к
нему цилиндров.

Суть предлагаемого ниже численно-
аналитического метода состоит в совместном
применении конформного  отображения
ТФКП и МДВ. Использование инверсии дис-
кретных вихрей относительно окружности,
на которую преобразуется центральное тело,
позволяет обеспечить точное выполнение
условий непротекания поверхности цент-
рального тела. Условие непротекания тел,
расположенных около центрального тела,
обеспечивается решением СЛАУ. Подобная
идея использования конформного отображе-
ния ТФКП и присоединенных дискретных
вихрей использовалась в работе [10] для рас-
чета присоединенных масс эллиптического
контура, двигающегося вблизи неплоской
бесконечной границы.

Использование симметрии задачи по-
зволяет рассматривать одновременно обтека-
ние двух или четырех одинаковых тел, рас-
положенных около центрального тела сим-
метрично. При этом сохраняется порядок
СЛАУ как для одного тела. Симметрия тече-
ния используется при вычислении матрицы
аэродинамического влияния. Основной труд-
ностью задачи является проблема отыскания
преобразующей функции конформного ото-
бражения внешности центрального тела в
физической плоскости на внешность окруж-
ности во вспомогательной плоскости. Идея
метода демонстрируется на примерах извес-
тных функций преобразования двуугольни-
ка [11] и эллипса [12] в физической плоско-
сти на окружность во вспомогательной плос-
кости. Геометрия тел, расположенных около
центрального тела, может быть произволь-
ной. Возможны следующие варианты геомет-
рии задачи:

- обтекание изолированного централь-
ного тела;

- обтекание центрального тела в присут-
ствии одного внешнего тела;

- обтекание комбинации центрального
тела и двух симметрично расположенных
внешних тел;

- обтекание комбинации тела с четырь-
мя симметрично расположенными внешни-
ми телами.

 

Рис. 1. Физическая и вспомогательная плоскости комплексного переменного
при конформном преобразовании двуугольника в окружность
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Модель позволяет решать задачи при
отсутствии и наличии циркуляции. Наложе-
ние циркуляции может быть осуществлено
независимо как на центральное тело, так и
на внешние цилиндры.

2. Модель потенциального течения
около группы тел. Рассматривается течение
идеальной несжимаемой жидкости около
группы двумерных тел. Пусть физическая
область течения Ω  ограничена кривой L ,
являющейся образующей центрального тела,
и одинаковыми симметрично расположенны-
ми произвольными контурами 321 ,, DDD  и

4D . Пусть контуры 2D  и 4D  симметричны
контурам D1 и D3  относительно оси OX , а
контуры D3 и D4  симметричны контурам D1

и D2 относительно оси OY (рис. 1 и рис. 2).
Как известно, потенциальное течение

описывается уравнением Лапласа

0=Δϕ , (1)

где ϕ  – потенциал скорости.
Для неподвижного контура граничные

условия записываются в виде:
на границе контура

0=
∂
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=
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ϕ ; (2)
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где n  – внешняя нормаль к образующей кон-
тура; yx,  – декартовы координаты; ∞VVn ,  –
нормальная составляющая скорости на гра-
нице тела и скорость течения на бесконечно-
сти, соответственно.

Фундаментальное решение задачи (1)-
(3) можно получить методом ТФКП, исполь-
зуя принцип суперпозиции частных фунда-
ментальных решений для диполя;  N присое-
диненных вихрей, распределенных по внеш-
нему контуру D1,  и линейной функции для
плоскопараллельного потока. Интенсивнос-
ти дискретных точечных вихрей должны
быть выбраны так, чтобы выполнялись усло-
вия непротекания на всех телах одновремен-
но. Непротекание на контуре L центрально-
го тела обеспечивается аналитически приме-
нением инверсии вихрей относительно ок-
ружности во вспомогательной плоскости
комплексного переменного. Непротекание на
контуре D1 выполняется удовлетворением
равенства нулю нормального компонента ско-
рости в контрольных точках этого контура.

 

Рис. 2. Физическая и вспомогательная плоскости комплексного переменного
при конформном преобразовании эллипса в окружность
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Разобьем произвольный контур D1 на N
элементов, как показано на рис. 1 и рис. 2. Рас-
положим на каждом элементе точечный дис-
кретный вихрь и контрольную точку. Коор-
динаты этих точек расположим на расстоя-
нии 0,25 и 0,75 длины элемента соответствен-
но. Комплексные координаты таких точек в
физической плоскости равны

cicicivjvjvj iyxziyxz +=+= , ,

где 12 −=i  – мнимая единица;
( )cicivjvj yxyx ,),,(  – координаты j-го точечно-

го вихря и координаты i-ой контрольной точ-
ки, соответственно.

Конформное преобразование внешнос-
ти двуугольника в физической плоскости на
внешность окружности выполняется при по-
мощи функции преобразования [11]

( ) ( )
( ) ( )kk

kk

lzlz
lzlzr

−−+
−++

= 0ς , (4)

где ηξς i+=  – комплексная переменная воо
вспомогательной плоскости;  l – полухорда
двуугольника (рис. 1);  r0 – радиус окружнос-
ти во вспомогательной плоскости; параметр
определяется формулой

( )δπ
π
−

=
2

k ,

где δ  – угол при пересечении окружностей
двуугольника (рис. 1).

Конформное преобразование внешнос-
ти эллипса в физической плоскости на вне-
шность окружности выполняется при помо-
щи функции преобразования Н. Е. Жуковс-
кого [12]

22 czz −+=ς , (5)

где 222 bac −=  – квадрат межфокусного рас-
стояния эллипса;  a, b – большая и малая по-
луоси эллипса.

В зависимости от геометрии контура  L
комплексные координаты во вспомогатель-
ной плоскости j-го точечного вихря vjς  и

i-ой контрольной точки ciς  определяются по
формулам (4) или (5).

Комплексный потенциал течения во
вспомогательной плоскости может быть
представлен в виде суммы пяти составляю-
щих: комплексного потенциала обтекания
цилиндра; комплексного потенциала, опреде-
ляющего циркуляцию скорости по контуру L;
комплексного потенциала от суммы точечных
вихрей, расположенных на контуре D1  , и их
инверсий; комплексного потенциала от сум-
мы точечных вихрей, расположенных на кон-
туре D2 с соответствующей инверсией вих-
рей; комплексного потенциала от суммы то-
чечных вихрей, расположенных на контуре
D3 и D4 с соответствующей инверсией вих-
рей.

Таким образом, суммарный комплекс-
ный потенциал течения можно представить
в виде следующей суммы:
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где 0321 =Δ=Δ=Δ  для случая обтекания

изолированного контура L; 1321 =Δ=Δ=Δ
для случая обтекания контура L и симметрич-
но  расположенных  контуров D1 и  D2;
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Г0 – величина циркуляции скорости на кон-

туре L; ∞m  – действительный параметр, ха-
рактеризующий отношение скоростей на бес-
конечности в физической плоскости z
и во вспомогательной плоскости ς :

∞

∞

∞

∞
∞ ==

V
V

V
Vm

**

,

**, ∞∞ VV  – комплексная и сопряженная скорос-
ти течения на бесконечности во вспомога-
тельной плоскости, соответственно. Величи-
на ∞m  равна

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=∞

ка.двуугольнидля,
4

1

эллипса;для,
2
1

0lkr

m

Комплексно-сопряженная скорость в
любой точке области Ω  и на ее границе на-
ходится формулой

dz
d

d
dwivuV ς

ς
=−= , (7)

где vu,  – компоненты скорости вдоль оси OX
и OY, соответственно.

Найдем неизвестные интенсивности
присоединенных точечных вихрей из реше-
ния СЛАУ, составленной из условий непро-
текания в контрольных точках внешнего кон-
тура:

[ ][ ] [ ]RA =Γ , (8)

где [ ]A  – матрица аэродинамического влия-
ния для произвольного внешнего контура D1
с учетом его зеркальных отражений относи-
тельно осей OX и OY. Элементы матрицы jiA
вычисляются по формулам (6) и (7) для ком-
плексных потенциалов 32 , ww  и 4w ; [ ]Γ  –
вектор-столбец неизвестных интенсивностей
присоединенных вихрей jΓ , входящих в фор-

мулы (6); [ ]R  – правые части, в которые вхо-
дят нормальные компоненты скорости в кон-
трольных точках контура D1. Нормальные
компоненты рассчитываются по формулам (6)
и (7) для комплексных потенциалов 1w  и 5w .

СЛАУ (8) является переопределенной,
поскольку должно быть выполнено условие
заданной циркуляции для внешнего контура.
Случай бесциркуляционного обтекания озна-
чает, что значение циркуляции равно нулю.

  

Рис. 3. Линии тока потенциального течения

около двуугольника ( 5,0;1650 == lδ )
и двух цилиндров (R = 1,5)

Рис. 4. Линии тока потенциального течения

около двуугольника ( 5,0;1650 == lδ )
и двух эллипсов (b = 1,5)
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Чтобы выполнить условие по заданному зна-
чению циркуляции, необходимо исключить
одну из контрольных точек из решения. Тог-
да (8) принимает вид

( ) ( )

,

,1,1,

1
1

5,14,3,2
1

Γ=Γ

−==Γ

∑

∑

=

=

N

j
j

ncincji

N

j
j NiVV

где ( )
ncjiV

4,3,2
 – нормальный компонент ско-

рости, индуцированный j-м вихрем в i-й кон-

трольной точке и вычисляемый по комплек-

сным потенциалам 32 , ww  и 4w ; ( )
nciV 5,1  –

нормальный компонент скорости в i-й конт-
рольной точке, рассчитываемый по комплек-
сным потенциалам 1w  и 5w ; Г1 – заданная ве-е-
личина циркуляции вокруг контура D1.

После нахождения распределения ин-
тенсивностей присоединенных точечных
вихрей jΓ  компоненты скорости, обусловлен-
ные внесением группы тел в однородный по-
ток, определяются по формулам (6) и (7).
Компоненты скорости в любой точке облас-

 

Рис. 5. Линии тока потенциального
течения около пяти цилиндров

 

Рис. 6. Линии тока потенциального течения
около пяти цилиндров при наличии

циркуляции около малых цилиндров (Г1 < 0)
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ти Ω  и на ее границах L, D1, D2, D3  и D4 на-
ходятся по формулам

( ) ( )VvVu Im,Re −== .
3. Результаты расчетов. Картины те-

чения могут быть построены различными
способами. Выберем для визуализации тече-
ния метод построения линии тока. Для этого
проинтегрируем дифференциальное уравне-
ние линии тока

dt
v

dy
u
dx

== , (9)

где dt – произвольная константа, задающая
шаг интегрирования.

Интегрирование уравнения (9) проводи-
лось по схеме Эйлера первого порядка

( )

( ),

;

1

1
i

ii

i
ii

vyy

uxx

τ

τ

+=

+=

+

+

где 11, ++ ii yx  и ii yx ,  координаты в (i+1)-ой и
i-ой расчетных точках, соответственно;

)()( , ii vu  – компоненты скорости в i-ой расчет-

ной точке; dt≈τ  = const.
На рис. 3...8 показаны линии тока обте-

кания различных комбинаций двумерных тел.
Результаты, представленные на рис. 5 и на
рис. 6, могут быть получены двумя способа-
ми: преобразованием (4) двуугольника

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →

2
πδ  и преобразованием (5) эллипсаа

( )ba →  в окружность.

4. Погрешность метода. Граничные
условия непротекания на контуре L выпол-
няются точно, поэтому на основании теоре-
мы о максимуме основная погрешность ме-
тода сосредоточена на границе D1 внешнего
контура. Для оценки данной погрешности
вычислим среднеквадратичное отклонение
RMS  нормального компонента скорости на
контуре D1 от нулевого значения по формуле

∑
=−

=
N

i
niV

N
RMS

1

2

1
1

, (10)

где niV  – нормальный компонент скорости,
вычисленный на самом контуре D1 в точке,
полученной от пересечения прямой, соеди-
няющей центр тела с i-ой контрольной точ-
кой на i-ом элементе и образующей контура
D1.

В общем случае RMS зависит от взаим-
ного расположения тел, от их геометрии и от
заданных значений циркуляций Г0 и Г1. Мак-
симальная погрешность наблюдается, когда
тела касаются друг друга. На рис. 9 показаны
типичные зависимости среднеквадратично-
го отклонения от количества вихрей и вели-
чины циркуляциина контуре 1D . В качествее
примера выбраны варианты расчета для ком-
бинации тел, изображенных на рис. 4 и рис. 5,
когда внешние цилиндры касаются двууголь-
ника. Для варианта комбинации тел, показан-
ной на рис. 5, расчеты величины RMS  вы-
полнены для двух значений циркуляции

 

Рис. 7. Линии тока потенциального
течения около пяти цилиндров при
наличии циркуляции около малых

цилиндров (Г1 > 0)
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01 =Γ  и 101 =Γ . Из рис. 9 следует, что при
одинаковом количестве вихрей значение
RMS  снижается с уменьшением величины
циркуляции и количества тел.

5. Заключение. Предложенный числен-
но-аналитический метод расчета потенциаль-
ных течений около группы тел обладает вы-
сокой точностью и экономичностью по срав-
нению с прямым применением методов гра-
ничного элемента.Экономичность метода и
повышенная точность расчета обеспечивает-
ся аналитическим выполнением граничных
условий на контуре L .

Минимальный выигрыш во времени

счета составляет приблизительно 8 раз ( 3k ,
где 2=k ) по сравнению с численным мето-
дом граничных элементов при одинаковых
количествах элементов и дискретных вихрей
N  на равных по длине образующих двух тел.

Если длина образующей контура  централь-
ного тела будет больше длины образующей
внешнего тела, то выигрыш во времени сче-
та будет больше. Это объясняется необходи-
мостью выбирать приблизительно одинако-
вый размер граничного элемента на всех кон-
турах для обеспечения требуемой точности
расчета. Преимущества предлагаемого мето-
да будут проявляться существеннее, если в
вычислительных программах по методу гра-
ничного элемента не будет учитываться сим-
метрия течения. В этом случае при  выигрыш
приблизительно составит 125 раз.
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NUMERICALLY - ANALYTICAL METHOD OF SOLVING OF PROBLEMS OF
POTENTIAL FLOW ABOUT GROUP OF TWO-DIMENSIONAL
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A new numerically-analytical method of solving  problems of potential flow about group of two-dimensional
bodies is developed. The method is based on the use of conformal mapping of the theory of complex variable function
(TCVF) and the method of discrete vortices (MDV). The efficiency of the method is achieved by using the numerical
procedure for one body only. The accuracy of the developed method is higher due to analytical fulfillment of zero
normal velocity for the central body contour.


