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Некоторые читатели высказывают со-
мнение в правильности доказательства тео-
рем нашей статьи [1]. При этом они согла-
шаются с их верностью только для статичес-
ки определимых систем.

Действительно, при выводе производ-
ных потенциальной энергии упругих дефор-
маций конструкций по объемам материала их
элементов в [1] использована запись энергии
через внутренние усилия в элементах конст-
рукции. Эти усилия в общем случае – в ста-
тически неопределимых конструкциях и в
сплошной среде – зависят от соотношения
жесткостей элементов. Определенному рас-
пределению материала в конструкции соот-
ветствует определенное распределение внут-
ренних усилий. Выписать аналитически та-
кие зависимости удается только в простей-
ших случаях.

При вычислении производных в [1]
внутренние усилия в конструкции предпола-
гаются неизменными. Именно это упрощение
вызывает сомнение в полученных результа-
тах и нуждается, по-видимому, в обоснова-
нии.

Для этих целей удобно воспользовать-
ся принципом возможных изменений напря-
жений (усилий), который симметричен хоро-
шо известному и широко используемому
принципу возможных перемещений.

Принцип возможных изменений напря-
жений формулируется так: “если деформация
системы согласована со всеми имеющимися
внутренними и внешними связями, т.е. если
соблюдена совместимость деформаций сис-
темы, то сумма работ, производимых беско-
нечно малыми возможными изменениями
всех внешних и внутренних сил на действи-
тельных перемещениях системы (вызванных

самими статически действующими силами),
равна нулю” (цитирование по [2], курсив
наш). Принцип выражает условие стационар-
ности полной потенциальной энергии упру-
гой системы [2, 3].

Не поступаясь общностью рассужде-
ний, рассмотрим вначале произвольную ста-
тически неопределимую стержневую систе-
му. Некоторому распределению материала по
элементам iii lFV =  соответствует распреде-

ление усилий iN  для определенной нагруз-
ки (здесь и далее используются обозначения
[1]). Дадим какому-либо элементу конструк-
ции с номером j  бесконечно малое прира-

щение объема материала jdV . Тогда усилия
в элементах конструкции изменятся и станут

iji dNN + , где ijdN - изменение усилий в i-омм
элементе от изменения объема (жесткости)
элемента. Теперь заметим, что усилия iN

и iji dNN +  удовлетворяют условиям равнове-

сия. Поэтому ijdN также удовлетворяют ус-
ловиям равновесия и, более того, являются
самоуравновешенными и поэтому могут рас-
сматриваться как возможное изменение уси-
лий, то есть как вариации. В случае сплош-
ной среды такими вариациями будут напря-
жения, которые удовлетворяют условиям рав-
новесия. Такие вариации не изменяют потен-
циальной энергии деформаций 0=Uδ , как
следует из названного принципа.

Поэтому процедура дифференцирова-
ния выражений (5), (13) и (22) в [1] для по-
тенциальной энергии деформаций конструк-
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ций может быть представлена следующей
последовательностью:

1. Вычисляется потенциальная энергия
исходной конструкции.

2. Дается бесконечно малое прираще-
ние количества материала (жесткости) одно-
му из элементов.

3. Вычисляется соответствующее новое
значение потенциальной энергии в предпо-
ложении неизменности внутренних усилий
(напряжений – для сплошной среды).

4. К усилиям исходной системы добав-
ляются самоуравновешенные приращения
сил (напряжений), которые обеспечивают
выполнение условий совместности деформа-
ций, но не изменяют вычисленного нового
значения потенциальной энергии.

5. Вычисляется соответствующая про-
изводная.

Таким образом, правильность результа-
тов дифференцирования величины потенци-
альной энергии деформаций конструкции
при фиксированных величинах внутренних
усилий (напряжений) обеспечивается ее ста-
ционарностью по отношению к распределе-
нию внутренних усилий.

В качестве примера рассмотрим стати-
чески неопределимую ферму, нагруженную
силой  (рис. 1).
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Рис. 1

Примем следующие обозначения и па-
раметры:

1, 2, 3 – номера стержней; iN , il , iF ,

iV  - усилие в i-ом стержне, его длина, пло-
щадь поперечного сечения и объем материа-

ла, соответственно; углы между стержня-

ми 4
π ; 31 FF = .

Пользуясь одним из способов раскры-
тия статической неопределимости, можно
получить следующие выражения для усилий
в стержнях:
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Как видим, величины усилий в стерж-
нях существенно зависят от соотношения их
жесткостей.

Этим усилиям соответствует потенци-
альная энергия деформаций фермы
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Из (3), учитывая, что iii lFV = , получим
для изменения объема стержня 2 величину
производной
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Вычисление удельной потенциальной
энергии в этом стержне непосредственно по
(2) дает
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We propose demonstration of theorems of structure deformation potential energy derivatives according to changing
of the amount of the material it consist of using the principle of possible stress changes.

то есть точно такую же величину (но с об-
ратным знаком), как и по (4), во всем диапа-

зоне отношений 
1

2
F

F
.

В заключение отметим, что показанное
здесь применение принципа возможных из-
менений напряжений (усилий) может быть
полезным и в других задачах, связанных с
вычислением коэффициентов чувствительно-
сти конструкций,  как более строгий подход,
чем феноменологический, основанный на
наблюдениях свойств консервативности уси-
лий в конструкциях [4, 5].
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