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1. Техническая постановка задачи.
Показатели эффективности выполнения це-
левой задачи космическим аппаратом дистан-
ционного зондирования Земли (КАДЗЗ), та-
кие как информационная производитель-
ность, линейное разрешение на местности,
сдвиг изображения, сферическая ошибка по
положению и по скорости, непосредственно
зависят от параметров движения его центра
масс [1]. Поэтому КАДЗЗ нуждается в высо-
коточном координатно-скоростном навигаци-
онном определении центра масс.

Повышенным требованиям к точности
навигационных определений в настоящее
время наиболее полно удовлетворяют спут-
никовые радионавигационные системы
(СРНС). Одним из приоритетных направле-
ний развития аппаратуры потребителя ин-
формации от СРНС является ее объединение
с другими источниками навигационной ин-
формации в интегрированные навигацион-
ные комплексы. Большинство подвижных
объектов имеют в составе своего оборудова-
ния помимо приемников сигналов от СРНС
автономные нерадиотехнические системы,
основными из которых являются инерциаль-
ные навигационные системы (ИНС). Типо-
вая ИНС может состоять из триады датчиков
углового движения, триады акселерометров,
электронных блоков, процессора с программ-
ным обеспечением и интерфейса с аппарату-
рой СРНС. Из состава ИНС, реализуемых на
борту КАДЗЗ, может быть исключен блок

акселерометров, поскольку в силу определен-
ности движения информация о параметрах
движения центра масс может быть получена
из математической модели движения, реали-
зованной в бортовой вычислительной маши-
не.

Дальнейшее совершенствование нави-
гационной аппаратуры, включающей в себя
приемник сигналов от СРНС, связано с улуч-
шением алгоритмического обеспечения, ко-
торое в свою очередь можно получить за счет
оптимизации планирования размещения се-
ансов навигационных определений (СНО) по
СРНС на временных интервалах функциони-
рования КАДЗЗ. Применительно к ИНС/
СРНС интегрированным комплексам это на-
правление оптимизации состоит в определе-
нии при заданных ограничениях на трудоем-
кость навигации (фиксированном количестве
СНО по СРНС) размещения СНО по СРНС
на временном интервале функционирования
КАДЗЗ, минимизирующего ошибки ИНС
(или математической модели движения) и,
как следствие, доставляющего минимум кри-
териям оптимальности, сформированным на
основе показателей эффективности КАДЗЗ.

2. Математическая постановка за-
дачи. Данная задача при допущении, что об-
работка измерительной информации осуще-
ствляется по алгоритму, представляющему
собой фильтр Калмана, является задачей оп-
тимального управления динамической систе-
мой, описываемой дифференциальным урав-
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нением типа Риккати [2]. В дискретном виде
модель оптимизируемой системы задается
соотношениями [2]
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где *
iK  - ковариационная матрица ошибок на-

вигационных определений по ИНС/СРНС;

iK  - ковариационная матрица ошибок нави-

гационных определений по ИНС; iDξ  - кова-
риационная матрица случайных возмущений,
действующих на ИНС; iDη  - ковариационная
матрица ошибок навигационных определе-
ний по СРНС; параметр iγ  формализует про-
грамму проведения СНО по СРНС и прини-
мает значения 1, если в i-й момент СНО про-
водится, и 0, если не проводится; N  - коли-
чество подынтервалов дискретности, на ко-
торые разбивается временной интервал фун-
кционирования КАДЗЗ; 1, −iiA  - матрица, оп-
ределяемая выбранной математической мо-
делью движения.

Критерии оптимальности, по которым
оптимизируется система (1), отражают спе-
цифику показателей эффективности КАДЗЗ
и имеют вид:
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где С – нормирующая матрица, определяю-
щая вид конкретного критерия оптимально-
сти.

Ограничение на трудоемкость навига-
ции записывается следующим образом:
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где ΣN  - количество СНО по СРНС.
Таким образом, задача оптимального

размещения СНО по СРНС состоит в выбо-
ре такой последовательности значений управ-

ляющей функции , которая, удовлетворяя ог-
раничению (3), переводила бы систему (1) из
начального состояния в конечное (определя-
емых началом и концом временного интер-
вала функционирования КАДЗЗ), доставляя
минимум критерию (2).

3. Алгоритм решения задачи. Непос-
редственное решение сформулированной за-
дачи [3] затруднительно из-за нелинейности
оптимизируемой системы (1), и поэтому ис-
пользуем подход, основанный на переходе к
эквивалентной задаче [2]. Эквивалентная
оптимизируемая система имеет вид
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jiji QS ,, , - матрицы, определяемые из соотно-
шения

jijiji QSK ,,, = , (5)

где  T
ijiijji AKAK ,

*
,, = - прогнозируемая на мо-

мент j матрица *
iK .

Эквивалентный критерий оптимально-
сти с учетом ограничения

CS jj =, (6)

записывается  в виде
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Применение формализма дискретного
принципа максимума Понтрягина для экви-
валентной задачи (4)-(7) с учетом ограниче-
ния (3) позволяет получить необходимые ус-
ловия оптимальности в виде
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моментов времени, в которые программная
последовательность { }iM  с элементомм
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=
N

j
jiji

T
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достигает своих наибольших ΣN  значений.
Соотношения (4), (5), (6), (8), (9) опре-

деляют следующую краевую задачу: для сис-
темы (4) необходимо подобрать такие началь-
ные матрицы jS ,0 , чтобы система переводи-

лась из состояния ( ) T
jjj SKS  ,0,0,0 #  в состояние

( ) T
jjQC  ,#  (где на jjQ ,  не накладывается ни-

каких ограничений) с помощью управления,
определяемого из условий (8),(9) и (3).

Решение краевой задачи проводится
методом Крылова-Черноусько [4] , в соответ-
ствии с которым методом последовательных
приближений определяется неподвижная
точка jS ,0  некоторого оператора { }jS ,0Α  , тоо
есть точка, удовлетворяющая уравнению

{ }jj SS ,0,0 Α= . (10)

Алгоритм решения данной краевой за-
дачи будет состоять из следующей последо-
вательности действий:
1. Задается начальный план измерений.
2. В соответствии с планом  находится век-
тор (значение оператора А):
2.1. Решается система линейных уравнений

( ) CdW jj =0
2
γ . (11)

2.2. Восстанавливается вектор 0
jk :

( ) 00
1 kdW jj =γ . (12)

 Здесь матрицы ( )jW γ
1  и ( )jW γ

2  вычис-
ляются в зависимости от используемого пла-
на измерений }{ 0

iγ  :

( ) jqqqsj KjjW ,11 )1,()1,( γγγ Λ+Λ= , (13)

( ) jsqssj KjjW ,12 )1,()1,( γγγ Λ+Λ= , (14)

где матрицы ( ) 1,jss
γΛ , ( )

1,jsq
γΛ , ( )

1,jqs
γΛ , ( )

1,jqq
γΛ

являются   соответствующими блоками  в

матрице γΛ , представляющей собой дискрет-
ный аналог фундаментальной матрицы для
системы (4) и определяемой в результате опе-
рации:

∏
= ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ΛΛ
ΛΛ

=Λ
j

i nji

jiijijiin

qqqs

sqss

EV
RVRE

jj
jj

j
1 ,

0
,

0
,

0
,

0

)1,()1,(
)1,()1,(

)1,(
γγ

γγ

γγ
γ

(15)

3. Ищется новый план измерений в виде

01
0

0
0 }{}{}{ μμ γγγ −∪′=′ iii . (16)

Здесь план измерений  определяется из
условия (8). Параметр  0μ представляет со-
бой долю числа измерений, соответствующих
плану }{ 0

iγ ′  и выбираемых из него для фор-

мирования нового плана }{ iγ ′ ; соответствен-

но значение )1( 0μ−  - долю измерений из пла-

на }{ 0
iγ , оставленных для формирова-

ния }{ iγ ′ . Рассматриваемый прием обновле-

ния плана  }{ 0
iγ состоит в добавлении ΣN0μ

моментов измерений, в которых программ-

ная последовательность }~{ 0
iM  принимает

наибольшие значения, и при этом из обнов-
ленного плана удаляется такое же количество
моментов измерений, в которых значение

}~{ 0
iM  минимально.
Параметр  выбирается из условия

)(minarg 00

0
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I
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где }1,1,...,2,1,0{
Σ

Σ
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−
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N
N

NN
 - множествоо

дробно-рациональных чисел, вводимое с це-
лью исключения «дробных» планов, то есть
п л а н о в ,  в  к о т о р ы х  0  <  γi < 1; )( 0μI ′  - эквива-
лентное значение выбранного критерия, оп-
ределяемое  в соответствии  с (7) как
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{ }∑
=
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1 , где ( )0
1 μk  вычисляется на

основе действия 2 при новом управлении
}{ iγ ′ .
Затем действия 2-3 повторяются с заме-

ной номера итерации “0” номером “1” и так
далее до момента, когда значение критерия
оптимальности на текущей итерации не бу-
дет отличаться от значения, полученного на
предыдущей итерации, на некоторую задан-
ную величину, определяющую точность ре-
шения краевой задачи.

4. Решение оптимизационной задачи
в случае отсутствия шумов в модели дви-
жения. Важнейшим средством повышения
эффективности численного решения краевой
задачи является выбор такого начального
приближения для размещения СНО, которое
обеспечивало бы быструю сходимость ите-
рационной процедуры. В качестве такового
предлагается использовать решение анало-
гичной краевой задачи при отсутствии слу-
чайных возмущений, действующих на ИНС.
В этом случае за счет упрощения эквивалент-
ной системы (4) ( 0, =jiV ,  constQQ jiji == − ,1, )
и возможности проинтегрировать упрощен-
ную систему сначала в прямом, а затем в об-
ратном времени, оператор { }• Α  может быть
записан в явном виде

{ } jjj SBСS ,0,0 −=Α , (18)

где jB  определяется соотношением
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Кроме того, при отсутствии случайных
возмущений, действующих на ИНС, может
быть получено аналитическое выражение для
выбора начального приближения:

{ }∑
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=
N
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0 . (20)

Для определения программ размещения
СНО по СРНС в случае отсутствия случай-
ных возмущений рассматривался КАДЗЗ,

функционирующий на околокруговой орби-
те в диапазоне высот 250…500 км. На вре-
менных интервалах планирования различной
протяженности (от 1 до 16 витков) размеща-
лись СНО в количестве ΣN  от 1 до 5. В каче-
стве вектора ошибок ИНС взят 6-мерный век-
тор, элементами которого являются проекции
ошибок координат  и скорости на оси орби-
тальной системы координат, и поэтому раз-
мерность матрицы iK  [6×6]. Использовалась
математическая модель движения КАДЗЗ,
описывающая возмущенное движение в от-
клонениях от околокруговой орбиты [5]. Для
упрощения формализации процесса навига-
ционных определений по СРНС использова-
лись аппроксимационные модели поля потен-
циальной точности навигационных опреде-
лений, создаваемого СРНС [6]. В качестве
критериев оптимальности для КАДЗЗ рас-
сматривались критерии, определяющие сред-
нее на временном интервале планирования
значение величины ухудшения информаци-
онной производительности 1I , ухудшения

линейного разрешения на местности 2I , воз-
растания сдвига изображения на местности

3I , возрастания сферической ошибки по по-

ложению 4I , возрастания сферической ошиб-

ки по скорости 5I  [1].
Анализ результатов моделирования по-

зволяет сделать следующие выводы:
1. Для критериев 1I , 4I  оптимальноее

размещение СНО одинаково и подчиняется
правилу равномерного размещения СНО на
временном интервале планирования:

1+
=

ΣN
Nkik , Σ= Nk ,,1… , (21)

где ki  - дискретный момент времени прове-
дения СНО.

2. Для критериев 2I , 3I , I5 оптимальноее
размещение СНО одинаково и зависит от со-
отношения количества размещаемых СНО

ΣN  и протяженности интервала функциони-
рования КАДЗЗ (интервала планирования),
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выраженной в витках вN , подчиняясь прави-
лу:
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(22)
5. Решение оптимизационной задачи

в случае наличия шумов в модели движе-
ния. Для нахождения программ оптимально-
го размещения СНО в случае наличия шумов
в модели движения рассматривались следу-
ющие возмущающие ускорения, действую-
щие на КАДЗЗ: ускорения, обусловленные
нецентральностью поля тяготения и анома-
лиями гравитационного потенциала; ускоре-
ния, вызванные тормозящим действием ат-
мосферы; «немоделируемые» ускорения, то
есть не поддающиеся непосредственной фор-
мализации в виде аналитических моделей; ус-
корения, вызванные движением КАДЗЗ от-
носительно центра масс.

В качестве начального приближения
}{ 0

iγ  для решения оптимизационной задачи
принимались программы размещения СНО,
соответствующие соотношениям (21), (22).

Анализ полученных результатов позво-
ляет сделать следующие выводы.

1. Для критериев I1, I4 программа опти-
мального размещения СНО в случае наличия
шумов в модели движения практически со-
впадает с программой оптимального разме-
щения СНО в случае отсутствия шумов в
модели и подчиняется правилу равномерно-
го размещения СНО на интервале планиро-
вания (21). Присутствующий сдвиг моментов
времени проведения СНО в первом случае
относительно моментов проведения СНО во
втором случае больше для СНО, расположен-
ных во второй половине интервала планиро-
вания.

2. Для критериев 2I , 3I , I5 программаа
размещения СНО на интервале планирования
зависит от соотношения количества размеща-

емых СНО ΣN  и протяженности интервала
планирования вN :

- если ΣN  ≥ вN , то программа размеще-
ния СНО соответствует приведенной в вы-
воде 1;

- если ΣN  < вN , то моменты времени оп-
тимального размещения СНО сдвигаются
относительно моментов времени квазиопти-
мального размещения СНО (при отсутствии
шумов в модели движения) в направлении
моментов времени, соответствующих равно-
мерному размещению СНО. Сдвиг моментов
времени проведения СНО увеличивается с
удалением от начала интервала планирова-
ния. При фиксированной протяженности ин-
тервала планирования с увеличением коли-
чества размещаемых СНО сдвиг стремится к
нулю.

6. Исследование влияния зон ненаб-
людаемости на размещение СНО. Зоны не-
наблюдаемости оказывают существенное
влияние на размещение СНО, если их распо-
ложение на интервале планирования совпа-
дает с оптимальными (в смысле того или ино-
го критерия) моментами проведения СНО.
Причинами возникновения на интервале пла-
нирования зон ненаблюдаемости первого
типа могут быть выход из строя сегмента
СРНС, затемнение антенны навигационного
приемника элементами конструкции, органи-
зованные помехи. Все эти причины обуслов-
лены отсутствием на входе навигационного
приемника сигнала от одного или несколь-
ких навигационных искусственных спутни-
ков Земли (НИСЗ), выбранных для решения
задачи навигационного определения. Про-
тяженность таких зон ненаблюдаемости срав-
нительно невелика.

С практической точки зрения к зонам
ненаблюдаемости второго типа целесообраз-
но отнести участки интервала планирования,
на которых КАДЗЗ решает целевую задачу
своего функционирования. Эти участки ха-
рактеризуются тем, что хотя сигнал и посту-
пает на антенну навигационного приемника,
но задача навигации не решается в связи с ее
второстепенностью по сравнению с целевой
задачей. Протяженность таких зон ненаблю-
даемости значительно больше протяженнос-
ти зон ненаблюдаемости первого типа  и мо-
жет составлять до 40 и более процентов от
протяженности интервала планирования.
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Кроме того, отличительной особенностью
зон второго типа является то, что их появле-
ние на интервале планирования заранее из-
вестно или по крайней мере прогнозируемо,
в то время как появление зон первого типа
трудно предсказуемо.

Для исследования влияния зон ненаб-
людаемости второго типа на размещение
СНО проведены расчеты для случая отсут-
ствия шумов в модели движения. При этом
предполагалось, что СНО по СРНС не про-
водится в случае отсутствия сигнала хотя бы
от одного НИСЗ. В данном случае из соотно-
шений, определяющих последовательность
программных функций, исключаются l

iM
элементы, удовлетворяющие условию

Ti ∈ , (23)

где { }TiiiT ,,, 21 …=  - множество дискретных
моментов времени, в которых СНО прово-
дить невозможно.

Протяженность зон ненаблюдаемости
варьировалась в диапазоне 5...40 % от протя-
женности интервала планирования. Анализ
результатов позволяет сделать следующие
выводы:

1. Для любого критерия моменты вре-
мени оптимального размещения СНО при
наличии зон ненаблюдаемости стремятся к
моментам времени оптимального размеще-
ния СНО при отсутствии зон ненаблюдаемо-
сти. На размещение СНО существенное вли-
яние оказывает увеличение протяженности
зон ненаблюдаемости. Если протяженность
зоны ненаблюдаемости в окрестности опти-
мального момента времени проведения како-
го-либо i-го СНО (i = 1, …, NΣ ) не превышает
некоторого критического значения, то дан-
ный СНО необходимо проводить в начале
зоны ненаблюдаемости. После достижения и
превышения протяженности зоны ненаблю-
даемости этого критического значения, i-й
СНО стремится к расположению в непосред-
ственной близости от i-1 или i+1 СНО. Для
критериев оптимальности I1, I4  критическое
значение зависит от протяженности интерва-
ла планирования и количества СНО NΣ, раз-
мещаемых на интервале. Для критериев оп-
тимальности 2I , 3I , I5 изменение критическо-о-

го значения протяженности зоны ненаблю-
даемости в случае, если NΣ 

≥ Nв, соответству-
ет критериям I1, I4. Если NΣ<Nв, то критичес-
кое значение постоянно.

2. Оптимальное размещение i-го СНО
для критериев I1, I4 подчиняется следующе-
му логическому условию:
ЕСЛИ протяженность i-ой зоны ненаблюда-
емости меньше критического значения,
ТО i-й СНО размещается в начале i-ой зоны
ненаблюдаемости;
ИНАЧЕ: ЕСЛИ i =1,

ТО первый СНО размещается в
начале первой зоны ненаблюдаемос-
ти;
ИНАЧЕ: ЕСЛИ в месте проведения
i-1-го СНО нет зоны ненаблюдаемос-
ти

ИЛИ величина
протяженности
i-1-ой зоны не-
наблюдаемости
меньше крити-
ческого значения,

ТО i-й СНО размещает-
ся в непосредственной
близости от i-1 СНО;
ИНАЧЕ:  i-й СНО разме-
щается в начале i-ой зоны
ненаблюдаемости.

3. Оптимальное размещение i-го СНО
для критериев 2I , 3I , I5 подчиняется следую-
щему логическому условию:
ЕСЛИ NΣ

≥ Nв,
ТО размещение СНО происходит по логичес-
кому условию п.2;
ИНАЧЕ: ЕСЛИ протяженность i-ой зоны
ненаблюдаемости меньше критического зна-
чения,

ТО i-й СНО размещается в начале
i-ой зоны ненаблюдаемости;
ИНАЧЕ: i-й СНО размещается в
непосредственной близости от i+1
СНО.

7. Заключение. Таким образом, выяв-
лены общие закономерности оптимального
размещения СНО для КАДЗЗ и оценена сте-
пень чувствительности оптимального разме-
щения СНО к различным неблагоприятным
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факторам (случайным возмущениям, действу-
ющим на КАДЗЗ; появлению зоны ненаблю-
даемости на интервале планирования). По-
лученные результаты позволяют  повысить
эффективность выполнения целевых задач
КАДЗЗ за счет оптимального размещения
СНО.
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