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На начальной стадии прогнозирования
и планирования возможных темпов экономи-
ческого развития экономических систем, оп-
тимального соотношения потребления и на-
копления, взаимодействия основных факто-
ров в процессах воспроизводства, влияния
научно-технического прогресса на динамику,
эффективность и интенсификацию производ-
ства  используются преимущественно макро-
экономические модели [1, 2].

В процессе углубления знаний о систе-
ме переходят от эпизодического использова-
ния отдельных относительно простых моде-
лей к созданию интегрированных моделей и
комплексов макроэкономических моделей,
совмещают нормативный и дескриптивный
(описательный) подходы, осуществляя эконо-
метрическое моделирование по временному
ряду отсчетов дохода для оперативной иден-
тификации и коррекции динамических мак-
роэкономических моделей [1, 2].

Простые модели при заданных значе-
ниях параметров и постулировании тех или
иных допущений могут быть использованы
для аналитического предельного (при тех или
иных условиях) моделирования экономичес-
ких процессов [1].

Нов и менее распространен (в силу
трудностей идентификации параметров и
особенно классов моделей) эконометричес-
кий подход, в соответствии с которым опре-
деляются (уточняются) параметры экономи-
ческой системы и/или справедливость тех
или иных допущений для реальной системы.

Реализацию данного подхода проведем
в два этапа, усложняя модель и обеспечивая

на каждом этапе возможность эффективной
(и по точности, и по быстродействию) иден-
тификации соответствующих моделей.

Первый этап
Воспроизводство при отсутствии лага

между производственным накоплением и
приростом дохода, пропорциональности про-
изводственного накопления приросту дохо-
да на тот же момент времени, а также при
независимости (экзогенности) динамики по-
требления описывается одной из следующих
моделей [1, 2, 4]:

экспонентой Υк = A1 ехр(-α1Tк), (1)

обобщенной экспонентой
Υк = A1exp(-α1Tк) + A2, (2)

суммой двух экспонент
Υк = A1ехр(-α1Tк) + A2ехр (-α2Tк), (3)

где α1, α2, A1, A2 ∈  R; Υк – временной ряд от-
счётов с периодом опроса ∆ (месячным, го-
довым) анализируемого экономического па-
раметра (дохода); Tк =∆к.

Экономическое содержание параметров
моделей (1)-(3) через такие категории, как
норма производственного накопления, при-
рост дохода, темп прироста потребления и
динамика нормы накопления, капиталоем-
кость валового продукта, доход, потребление
в начальный момент времени анализа и т. д.,
раскрыто в [1].

Выбор модели и оценка ее параметров
определяется адекватностью опытных дан-
ных гипотезам о нулевом, постоянном или
экспоненциальном потреблении, соответ-
ственно [1, 3].
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Климатические и природные явления,
структура материальных и духовных потреб-
ностей граждан могут быть определены толь-
ко с некоторой вероятностью. Сложность и
динамичность социально-экономических
процессов приводят к тому, что затраты на
производство, экономический эффект, произ-
водительность труда, результаты научных ис-
следований и разработок, эффективность но-
вой техники и т. д. поддаются предваритель-
ному расчету только с тем или иным уров-
нем достоверности.

Будем учитывать «эволюционный» сто-
хастический компонент ξк, который отража-
ется в быстрых, случайных по характеру и
незначительных по величине изменениях
значений отсчетов.

Начнем с достаточно общего случая -
модели (3). Применив к ней Z – преобразова-
ние (преобразование Лорана) [4, 5], выпол-
нив действия в области изображений и вер-
нувшись в область действительного перемен-
ного, получим соотношение

Υк = λ1Υк-1 - λ2Υк-2 + Ф1δк - Ф2δк-1 + ξк, (4)

где λ1 = ехр(-α1∆) + ехр(-α2∆),
λ2=ехр(-(α1 + +α2)∆), Ф1 = А1 + А2,
Ф2 = А1ехр(-α2∆) + А2ехр(-α1∆),
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кδ  - дискретный аналог дельта-

функции,
к=1, 2, 3, …, N; ξк – аддитивный стохастичес-
кий компонент отсчетов, для которого обыч-
но [6, 7] принимают предположение о нор-
мальном законе распределения, нулевом ма-
тематическом ожидании, постоянстве дис-
персии (гомоскедастичности), некоррелиро-
ванности в отсчетах («белом спектре» ком-
понента ξк):

М [ξк] = 0, D [ξк] =σ 2, M [ξк ξк+1] = 0, (5)

где М – оператор математического ожидания,
D – оператор дисперсии.

Кроме ξк в отсчетах могут присутство-
вать и аномальные помехи, появление кото-
рых может быть вызвано ошибками при сбо-
ре, записи и передаче информации: сдвиг за-
пятой при перенесении информации из до-

кумента, занесение данных в другую графу
и т. д. Известны процедуры устранения ано-
мальных наблюдений: методом исследования
стандартных отклонений, методикой Ирви-
на или методикой, изложенной в [4].

Условиями отнесения анализируемого
временного ряда к модели (3) (условиями
структурной идентификации) будет следую-
щая система неравенств:

0 < λ1 < 2, 0 < λ2 < 0,25λ2
1. (6)

Наиболее простой вид авторегрессии
второго порядка, не зависящей от начальных
условий, уравнение (2) будет иметь при к ≥
2:

Υк = λ1Υк-1 - λ2Υк-2 + ξк . (7)

Осуществим идентификацию парамет-
ров модели (7) в два шага: на первом найдем
динамические параметры α1 и α2, а на вто-
ром – параметры A1, A2, определяемые началь-
ными (при к = 0) условиями.

Минимальное количество отсчетов вы-
борки для составления системы двух линей-
ных уравнений (второе уравнение получим
из (7) заменой индекса «к» на «к-1») и опре-
деления из нее двух неизвестных параметров
равно четырем:Υк, Υк-1, Υк-2, Υк-3. Для второго
уравнения можно использовать и любой дру-
гой индекс, не равный «к» и больший третье-
го.

При возможности анализа выборки
большого объема (при этом N ≥ 5) можно рас-
считать помехозащищенные оценки коэффи-
циентов λ1 и λ2 методом наименьших квад-
ратов (при выполнении условия (5) средне-
квадратические оценки будут несмещенны-
ми, эффективными и состоятельными [6]):

{ } 2
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где ° - символ среднеквадратических оценок
коэффициентов авторегрессии.

Реализация условия (8) приводит к си-
стеме линейных нормальных алгебраических
уравнений
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из которой определяются оценки коэффици-
ентов авторегрессии:
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Далее с учетом принятых выше обозна-
чений определим и среднеквадратические
оценки динамических параметров модели (3)
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Найдем параметры, определяемые на-
чальными условиями экономического про-
цесса:
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(9)

Очевидно, что условие (9) приводит к
системе линейных уравнений второго поряд-
ка:

( ) ( ){ } ( )

( ){ } ( ) ( )
�
�
�

��
�

�

∆−=∆−−∆+−

∆−=∆+−−∆−

� ��

� ��

= ==

= ==
N

к

N

к
ккк

N

к
к

N

к

N

к
ккк

N

к
к

.YАА

,YАА

0 0
21

2
2

0
211

0 0
1212

0
1

2
1

αexpαexpααexp

αexpααexpαexp

����

����

Подстановка вычисленных помехоза-
щищенных оценок α°1, α°2, A°1, A°2 в (3) по-
зволит рассчитать помехозащищенные (сгла-
женные) значения Y°к  при значениях индек-
са «к» от 0 до N и осуществить тем самым
прогноз экономического показателя при дру-
гих (будущих по отношению к используемой
выборке) значениях индекса «к».

Как правило, трендовый прогноз осу-
ществляют на интервал значений вперед не
более 1/3 от объема используемой для иден-
тификации выборки N, называемой в этом
случае «горизонтом прогнозирования». Мо-
дели (1) и (2) будут получены как частные
случаи при условиях A°2 = 0  и α°2 = 0, соот-
ветственно, которые проверяются как стати-
стические гипотезы [5]. Проверка данных

гипотез может рассматриваться и как обосно-
вание для реальных данных предположений
о нулевом, постоянном (почти постоянном)
или экспоненциальном (с непрерывным тем-
пом прироста) потреблении.

Второй этап
Для моделирования реально имеюще-

гося на практике лага между производствен-
ным накоплением и приростом дохода [1]
(показателями выпуска продукции и приро-
стом производственных фондов [2]) в модель
расширенного воспроизводства вводят два
запаздывания первого порядка [2].

Первое из них соответствует формиро-
ванию вложений как фиксированной части
конечного продукта, второе – запаздыванию
в их освоении, завершающемуся выпуском
продукции.

В такой постановке процесс расширен-
ного воспроизводства во многих случаях опи-
сывается экспоненциальной функцией с по-
ложительным показателем, на которую накла-
дывается гармонический цикл с большим
периодом T1 = 2π/ω и затухающей амплиту-
дой [2]:

Yk = С1ехр(α1Tк) + С2ехр(-α2Tк) сos(ωTк + φ),
(10)

которому, как можно показать, соответству-
ет при к ≥ 0 модель авторегрессии третьего
порядка

Yк = µ1Yк-1 - µ2Yк-2 + µ3Yк-3 + ξк, (11)

где λ1 = 2ν3ν2 + ν1 
2; λ2 = ν2 + 2ν3ν2ν1 

2;
λ3 = ν2ν1; ν1 = ехр(α1∆);
ν2 = ехр( - α2∆); ν3 = cos ω∆;
С1, С2, α1, α2, ω ∈  R.

Адекватность реальных отсчетов тре-
тьему порядку авторегрессии (процедуры
определения порядка авторегрессии извест-
ны [5-7]) указывает на необходимость учета
временного лага при моделировании расши-
ренного воспроизводства.

Определив для (7) среднеквадратичес-
кое приближение µ°1, µ°2, µ°3, придем к сис-
теме линейных алгебраических уравнений:
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из которой после известного решения отно-
сительно µ°1, µ°2, µ°3 достаточно очевидны-
ми итерациями определим и переменные ν1,
ν2, ν3. Из кубического уравнения
ν1 

3 - µ°1ν1 
2 + µ°2ν1 - µ°3 = 0

найдем ν°1, ν°2 = λ°3/ν°1
и ν°3 = (λ°2 - ν°2)/(2ν°1ν°2).

Очевидно, что искомые динамические
параметры модели (10) расширенного вос-
производства с учетом принятых обозначе-
ний могут быть рассчитаны следующим об-
разом:

��

11 Ln1 ν
∆

=α , ��

22 Ln1 ν
∆

=α ,

��

3Arc1 ν
∆

=ω cos .

Приведенные формулы позволяют оп-
ределить реальный (по экспериментальным
данным) лаг конкретной экономической си-
стемы и принять меры, если это возможно
и/или необходимо, по их коррекции.

Запишем условие нахождения
параметров С1, С2 и φ:
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где С3 = С2 соs φ, С4 = С2 sin φ.
Соответствующая система линейных

уравнений примет вид:
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Ее решение позволит определить
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Известные методы идентификации по-
зволяют получить простое решение лишь для
модели (1) с мультипликативным стохасти-
ческим компонентом путем логарифмирова-
ния значений временного ряда, что приводит

к смещенности и неэффективности оценок
параметров из-за нелинейного характера пре-
образования и нарушения условий (5).

Модели (7) и (11) авторегрессии явля-
ются линейными формами отсчетов, и в силу
этого получаемые оценки параметров моде-
лей авторегрессии и расширенного воспро-
изводства по методу наименьших квадратов
эффективные, несмещенные и состоятель-
ные.

Предложенные эконометрические мето-
ды идентификации применимы к четырем
приближенным к практике (за счет аддитив-
ного характера помехи, учета временного
лага, различной динамики потребления) мо-
делям, что позволяет соотнести с реальными
данными ту или иную модель расширенного
воспроизводства. Они реализуются на малых
объемах выборки, что выгодно отличает их
от известных методов.

Таким образом, модели (1)-(3) (10) и
предложенные методы их идентификации
применимы с высокой точностью в реальном
масштабе времени для широкого ряда конк-
ретных экономических процессов [1-3]; име-
ют прикладное значение для выработки кон-
цепций экономического и социального раз-
вития, изучения альтернатив экономической
политики, прогнозирования и планирования
системы обобщающих показателей.
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An econometric approach based on readings auto regression is proposed. In accordance with the approach the
parameters of an economic system are specified and/or the validity of particular assumptions for expanded reproduction
is estimated. Methods of identification make it possible to classify four models and to obtain unbiased, efficient and
valid estimates of model parameters using limited sampling.


