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В настоящее время при решении техни-
ческих задач, связанных с расчетом парамет-
ров потока газа в камерах сгорания газотур-
бинных установок, для замыкания системы
дифференциальных уравнений энергии, кон-
центрации, количества движения в турбулен-
тном потоке газа используют модельные диф-
ференциальные уравнения переноса для па-
раметров турбулентности ( εκ − , κκ −  мо-
дель турбулентности и др.).

Проблема состоит в определении связи
между осредненными параметрами потока и
величиной динамического коэффициента
турбулентной «вязкости» – ТIµ . Коэффици-
енты турбулентной теплопроводности и тур-
булентной диффузии Тλ  и DТ, также харак-
теризующие турбулентный обмен энергии и
вещества, связаны с величиной динамичес-
кого коэффициента турбулентной «вязкости»
с помощью турбулентных чисел Прандтля РrТ
и Шмидта SсТ, которые в теории турбулент-
ности [1] принимаются постоянными

величинами 
T

T
Т

Сp
Pr

1µλ ⋅= ; 
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Т
Т Sс⋅

=
ρ

µ ID ,

где ρ  - плотность жидкости.
Применение численных методов реше-

ния системы дифференциальных уравнений
сохранения и переноса, о которых сказано
выше, не позволяет выявить взаимосвязь
между параметрами турбулентности и интег-
ральными критериями, характеризующими
геометрию проточной части камеры сгора-
ния. Определение такой взаимосвязи являет-
ся важной задачей для проектирования каме-
ры сгорания, так как процессы турбулентно-

го смешения определяют все характеристи-
ки ее работы.

Найдем зависимость величины динами-
ческого коэффициента турбулентной «вязко-
сти» газа от критериев, характеризующих
геометрию проточной части камеры сгора-
ния.

В соответствии с современными пред-
ставлениями об аналогии механизмов моле-
кулярного и турбулентного обмена выраже-
ние для динамического коэффициента турбу-
лентной «вязкости» имеет вид [1], [2]:

LWIT
2)( ′≈ ρµ , (1)

где W′ – вектор пульсационной составляющей
скорости потока газа или жидкости (черточ-
ка сверху означает осреднение по времени);
L – интегральный масштаб турбулентности.

Для определения пульсационной со-
ставляющей скорости в уравнении (1) ис-
пользуем систему уравнений Рейнольдса,
описывающую движение несжимаемой жид-
кости [3], в форме

{ } WРWWWW I ∆+−∇=′∇′+∇ µρ )()( , (2)

,0)( =∇ Wρ (3)
где W – вектор скорости потока жидкости;
Р – давление жидкости; Iµ  – динамический
коэффициент вязкости жидкости.

Умножим и разделим левые части урав-
нений (2) и (3) на величину drF ⋅ , где F –
элемент площади, нормальный к вектору ско-
рости потока жидкости; dr – разность двух
радиус-векторов элемента площади F.
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После преобразований левые части
уравнений (2) и (3) примут вид (знак, означа-
ющий осреднение по времени, в дальнейшем
опускаем):

dV
FWdW

dV
dWdG ⋅′⋅′⋅+⋅ ρ

, (4)

( )WFd ρ . (5)

Здесь FWdG ⋅⋅= ρ  и dV = F ⋅ dr.
Подставив (4) и (5) в (2) и (3), после

преобразований произведем интегрирование
этих уравнений в следующих пределах:

∫ ∫ ∫∫ ∫
′

′−

⋅⋅+⋅∇−=′⋅⋅′⋅+
W

W V V
I

G

О

W

W

dV∆WµdVРWdFWρdWdG
p p

2

1

,

(6)

∫ ∫−=
2

1

2

1

W

W

F

F

WdFFdW . (7)

Здесь рV  – величина объема, в котором
происходят процессы турбулентного обмена
количеством движения между слоями жид-
кости; G – расход жидкости через объем рV ;
индексы «1» и «2» обозначают величины па-
раметров на входе и выходе из объема рV .

Введем коэффициенты, характеризую-
щие неравномерность распределения пара-
метров по объему , и относительные коорди-
наты:

PP δπ = ; WWU δ= ; χx=x ; χy=y ;

χz=z ;

k
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где параметры в числителе представляют со-
бой местные значения; знак «δ »  обозначает
изменение величины от выхода к входу в
объем Vp; i , j , k – единичные орты; n – нор-
маль к поверхности; χ  – характерный раз-
мер рассматриваемого объема.

После интегрирования и преобразова-
ний уравнений (6) и (7) (при преобразовании

интеграла, содержащего дифференциальный
оператор ∆ , использована формула Грина)
получим
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Здесь С2= 
1

0

С
С

 и С3= 
1

1
С . При этом в со-

ответствии с теоремой о среднем значении
определенного интеграла
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где Sp – площадь поверхности, охватывающей
объем Vp; индекс «m» обозначает среднюю ве-
личину параметра в диапазоне ее изменения

от выхода к входу в объем Vp; рl  – относи-

тельная длина объема и 
m

p
p F

S
≈l .

Проанализируем уравнение (8). Левая
его часть представляет собой потенциальную
энергию жидкости. Члены, содержащиеся в

правой части, это: 
рV

G
 - гидродинамический

критерий переноса; произведение 
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количественно характеризует перенос коли-
чества движения через объем Vp; произведе-

ние 





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


⋅⋅ χδW

V
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p
 есть работа, затрачиваемая

на перенос количества движения через объем

Vp; отношение еR
рl

 характеризует работу, зат-

рачиваемую на преодоление внутренних на-

пряжений в жидкости; ( )2W ′ρ  – потери энер-
гии потока на генерацию турбулентных пуль-



94

Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета, № 2 (2), 2002

саций; коэффициенты C1 и C2 учитывают вли-
яние неравномерности распределения пара-
метров в объеме Vp на работу по переносу ко-
личества движения и преодоление внутрен-
них напряжений в жидкости.

Величину Pδ  выразим в соответствии
с [2]:
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где А – коэффициент пропорциональности.
Подставим это выражение в (8) и, учи-

тывая, что mm FWG ⋅⋅= ρ , получим
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Здесь 
mW

W 2)( ′
=ε  - интенсивность тур-

булентных пульсаций.
С учетом (9) уравнение (10) примет вид:
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Уравнение (11) связывает среднюю в
рассматриваемом объеме величину интенсив-
ности турбулентных пульсаций с интеграль-
ными геометрическими критериями, харак-

теризующими форму объема 
χm

р

F
V

 и относи-

тельное изменение площадей проходных се-

чений в нем 
mF
Fδ

.

Графики на рисунках 1 и 2 иллюстри-
руют возможность применения полученных

соотношений (10) и (11) для обобщения экс-
периментальных данных по измерению ин-
тенсивности турбулентных пульсаций в зоне
смешения турбулентных струй (рис. 1) и
вдоль конфузорного канала (рис. 2).

На рис. 1 представлены эксперимен-
тальные данные, заимствованные из работ [1]
и [4]. На оси ординат на графике отложен
квадрат средней величины интенсивности
продольных турбулентных пульсаций скоро-
сти в зоне смешения спутных струй; по оси

абсцисс – величина 
mW

Wδ
 для смешивающих-

ся спутных струй:

m
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, где W2 –

скорость спутного потока, W1 – скорость вте-

кающей в него струи, 
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W
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С учетом этого уравнение (10) при
Rе= const может быть представлено в виде
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где А1 и В – постоянные.
Экспериментальные данные на графи-

ке (рис. 1) обобщаются с помощью соотно-
шения (12) со значениями входящих в него
постоянных: А1 = 4,5⋅10–3; В = 3,5⋅10–3.

Связь средней величины интенсивнос-
ти турбулентных пульсаций в конфузорном
канале со степенью конфузорности получим
из соотношения (11), где

1
)1(2)(2

12

12

+
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m

δ
, F1 и F2 – пло-

щади входа и выхода из конфузорного кана-

ла; 
2

1

F
FN =  - степень конфузорности.

В работе [5] приведены данные по из-
мерению интенсивности продольной и попе-
речной пульсаций скорости вдоль оси конфу-
зорного канала со степенями конфузорности
N = 6, 9, 16 при Rе = 3 710.



95

Авиационная и ракетно-космическая техника

Для конфузора с прямолинейными об-
разующими χ⋅= mр FV , тогда

( ) ( )
1
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1
12 2

2

+
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+
−⋅=

N
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N
NAε , (13)

где С – постоянная.
Экспериментальные данные, представ-

ленные в [5], аппроксимируются выражени-
ем (13) при А = 8⋅10–4, С = 4⋅10–4 , что иллюс-
трирует график на рис. 2. Здесь по оси орди-
нат отложена величина, равная сумме квад-
ратов продольных и поперечных пульсаций,
осредненная по длине конфузорного канала.

По оси абсцисс нанесено значение 
mF
Fδ  для

конфузорного канала.
Масштаб турбулентных пульсаций в

выражении (1) определим из уравнения На-
вье-Стокса для нестационарного движения

жидкости, положив, что в течение короткого
промежутка времени, соответствующего из-
менению пульсационной составляющей ско-
рости от 0 до W ′ , это уравнение адекватно
описывает течение жидкости с турбулентны-
ми пульсациями:

WР-WW
t

W ∆⋅+∇=⋅∇⋅+
∂

∂⋅
I

)( µρρ . (14)

В этом уравнении положим t
W
∂

∂
~ t

W
′
′
,

где t′ – время турбулентной пульсации ско-
рости в потоке жидкости или газа.

В соответствии с представлениями о

турбулентном течении W
Lt

′
=′ ,

тогда t
W
∂

∂
~

L
W 2)( ′

.

 

Рис. 1. Зависимость интенсивности
 турбулентных пульсаций скорости потока

в зоне турбулентного смешения струи со спутным
потоком от относительного

изменения скорости потока струи:

 - данные из [1];

- данные из [4]

 

Рис. 2. Зависимость интенсивности турбулентных пульсаций скорости потока газа
в конфузоре от относительного изменения площади конфузорного канала.

По данным работы [5]
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Подставив это выражение в уравнение
(13) и преобразовав его к интегральной фор-
ме способом, изложенным выше, с учетом
уравнения (10) получим
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Так как  
m

р

F
V

~ χ  , то окончательно L ~ χ  .

Справедливость полученного соотно-
шения подтверждают опубликованные экспе-
риментальные данные в [1].

С учетом вышеизложенного величина
динамического коэффициента турбулентной
«вязкости» газа может быть выражена в об-
щем виде соотношением

Т1µ ~ 





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⋅
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mm

lδ
χ

χρερ ,

которое связывает безразмерные интеграль-
ные параметры, характеризующие геометрию
проточной части канала, с параметром тур-
булентности.
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DEFINING COMBUSTOR GAS FLOW TURBULENCE PARAMETERS ON THE
BASIS OF INTEGRATION AND TRANSFORMATIONS OF REYNOLDS AND

NAVIER-STOKES EQUATIONS

 2002 O. A. Rudakov, V. A. Mitrofanov

Federal State Enterprise “Plant named after V. Ya. Klimov”, St. Petersburg

By transforming the Reynolds and Navier-Stokes equations into the integral form a criterion function was obtained.
The function was confirmed by experimental data. It relates the continuous flow turbulence parameters to hydrodynamic
criteria and the parameters characterizing the channel variable geometry as the flow travels in the channel.


