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Приведено решение задачи оптимального управления углом атаки гиперзвукового летательного 

аппарата (ГЛА) двойного применения из условия минимума расхода топлива. С использованием форма-
лизма принципа максимума Понтрягина определены оптимальные программы управления и траектории 
ГЛА. Показано, что оптимальное управление должно обеспечивать в сверхзвуковом диапазоне скоростей 
снижение силы лобового сопротивления ГЛА, а в гиперзвуковом для значений конечного угла наклона 
траектории более 10° – рикошет от плотных слоёв атмосферы. 

 
Гиперзвуковой летательный аппарат, воздушно-реактивный двигатель, минимальный расход 

топлива, принцип максимума Понтрягина, начальные приближения сопряжённых переменных, краевая 
задача, оптимальная программа управления, рикошет. 

 
Введение 

Сегодня, наряду с основными про-
блемами создания ГЛА в сферах двигате-
лестроения, аэродинамики и конструкции, 
не менее актуальной остаётся проблема 
оптимизации траекторий движения ГЛА 
на этапе разгона-набора высоты в атмо-
сфере. Основные трудности, возникаю-
щие при исследовании задач оптимально-
го управления в общей постановке, связа-
ны с проблемой поиска начальных при-
ближений сопряжённых переменных при 
решении краевой задачи [1]. Поэтому об-
щепринятым при определении функций 
оптимального управления движением 
ГЛА является подход, основанный на вы-
боре оптимальных профилей полёта, ис-
ходя из конструкционных возможностей 
объекта управления, а также с целью мак-
симизации эффективных характеристик 
комбинированной силовой установки [2, 
3, 4]. Очевидно, что основным недостат-
ком такого подхода является сужение 
класса траекторий, на которых определя-
ется экстремум выбранного критерия эф-
фективности, например, массы топлива, 
расходуемого на разгон-набор высоты. 

Целью работы является исследова-
ние оптимальных программ управления 
углом атаки и соответствующих опти-

мальных траекторий движения гиперзву-
кового летательного аппарата с воздушно-
реактивным двигателем (ВРД). Для до-
стижения поставленной цели решена за-
дача оптимального управления углом ата-
ки в общей постановке. В процессе реше-
ния определены аналитические зависимо-
сти сопряжённых переменных от фазовых 
координат состояния объекта управления 
и угла атаки. Проведён анализ результатов 
решения, в процессе которого выявлены 
характерные особенности оптимального 
движения ГЛА. 

 
1. Постановка задачи  

В качестве объекта управления рас-
сматривается ГЛА двойного применения с 
максимальным числом Маха, равным 6, и 
с возможностью использования в качестве 
гиперзвукового маршевого самолёта 
(ГМС) и гиперзвукового самолёта-
разгонщика (ГСР) в составе двухступен-
чатой авиационно-космической системы 
[3].  

Для математической постановки за-
дачи определяются следующие уравнения 
и соотношения. 

1. Функционал (критерий оптимиза-
ции): 

( ) ( ),нк tmtmm −=             (1) 
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где m  – масса ГЛА; кн tt ,  – моменты вре-
мени начала и окончания движения, соот-
ветственно. 

2. Ограничения на управление: 
 

( ) .maxmin ααα ≤≤ t             (2) 
 
3. Уравнения невозмущённого дви-

жения центра масс ГЛА в вертикальной 
плоскости для малых углов атаки [5]: 
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Здесь V  [м/с] – скорость, θ  [рад/с] – 

угол наклона траектории, h  [м] – высота 
полёта, M  – число Маха; r  – относитель-
ная тяга ВРД, 0R  [Н] – тяга на старте, сβ  
[кг/с] – секундный расход топлива; α  

[рад] – угол атаки, xaC  – коэффициент си-
лы лобового сопротивления; yaC  – коэф-
фициент подъёмной силы, S [м2] – харак-
терная площадь ГЛА; ρ  [кг/м3] и a  [м/с] 
– соответственно плотность атмосферы и 
скорость звука, аналитические зависимо-
сти которых принимаются согласно [2]; 

0g  [м/с2] и ЗR [м] – соответственно уско-
рение свободного падения и радиус Зем-
ли. Аэродинамические характеристики 
ГЛА (коэффициенты xaC  и yaC ) опреде-
ляются согласно [3]. 

Секундный расход топлива опреде-
ляется в виде: 

 
( ) ( ) ( ),,,, 0 hMjhMrhM удс ββ =  

 
где 0β  [кг/с] – секундный расход топлива 
на старте, удj  – относительный удельный 
импульс. 

 
 
Таблица 1. Зависимость ( )hMj уд ,  

      M 

h, м 0 0,7 0,9 1,1 1,4 1,6 1,9 2,4 2,8 3,7 4,7 5,4 6 

0 1 0,98 1 1,08 1,18 1,24 1,26 1,24 1,22 1,16 1,08 1,02 0,96 

5000 1,04 1,02 1,04 1,12 1,22 1,28 1,3 1,28 1,26 1,2 1,12 1,06 1 

10000 1,06 1,04 1,06 1,14 1,24 1,3 1,32 1,3 1,28 1,22 1,14 1,08 1,02 

15000 1,06 1,04 1,06 1,14 1,24 1,3 1,32 1,3 1,28 1,22 1,14 1,08 1,02 

20000 1,06 1,04 1,06 1,14 1,24 1,3 1,32 1,3 1,28 1,22 1,14 1,08 1,02 

25000 1,05 1,03 1,05 1,13 1,23 1,29 1,31 1,29 1,27 1,21 1,13 1,07 1,01 

30000 1,04 1,02 1,04 1,12 1,22 1,28 1,3 1,28 1,26 1,2 1,12 1,06 1 

35000 1,01 0,99 1,01 1,09 1,19 1,25 1,27 1,25 1,23 1,27 1,09 1,03 0,97 

40000 0,98 0,96 0,98 1,06 1,16 1,22 1,24 1,22 1,2 1,14 1,06 1 0,94 

 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета                            № 1 (39) 2013 г. 
 

28 
 

Высотно-скоростные характеристи-
ки (ВСХ) двигателя задаются в виде ана-
литической зависимости относительной 
тяги от числа Маха и высоты полёта, ко-
торая принимается на основе анализа гра-
фической зависимости тяги от скоростно-
го напора из [2]: 

 

( ),2,0102
365,11254,001706,0
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2
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а также табличной зависимости относи-
тельного удельного импульса от числа 
Маха и высоты полёта, которая принима-
ется в виде табл. 1 на основе анализа гра-
фической зависимости удельного импуль-
са от скорости полёта ГЛА, приведённой в 
[3]. 

4. Граничные условия движения: 
 

t=tн: V=Mн·a(hн),  θ=θн, h=hн, m=mн, 
t=tк: V=Mк·a(hк),  θ=θк, h=hк,          (4) 
 
где нкнкнкн mhhMM ,,,,,, θθ  – заданные 
числа. 

В результате получим следующую 
постановку задачи оптимального управ-
ления: требуется определить программу 
управления углом атаки ( )tα  с заданными 
ограничениями (2) для системы диффе-
ренциальных уравнений (3) с граничными 
условиями (4), доставляющую минимум 
функционалу (1). 

 
2. Метод решения 

В качестве метода решения постав-
ленной задачи применяется формализм 
принципа максимума Понтрягина [6]. 
Указанный метод используют в задачах 
оптимального управления, в которых су-
ществует возможность выхода функции 
управления на границу области допусти-
мых значений. Так как рассматриваемый 
тип объекта управления с Mmax=6 предпо-
лагает движение на высотах свыше 20000-
30000 м, то выход функции управления 
(угла атаки) на границу, задаваемую нера-
венством (2), вполне возможен. Поэтому 
использование указанного метода, кото-
рый, тем не менее, является достаточно 
сложным для применения на практике (в 
задачах проектирования реальных прото-
типов ГЛА), представляется необходи-
мым. Основные трудности при использо-
вании указанного метода определения оп-
тимальных программ и траекторий связа-
ны с поиском начальных приближений 
переменных, сопряжённых фазовым ко-
ординатам состояния объекта управления, 
при решении соответствующей краевой 
задачи. 

1. Для постановки краевой задачи 
определим следующие уравнения и соот-
ношения. 

Функция Гамильтона: 
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где mhV ψψψψ θ ,,,  – сопряжённые переменные, соответствующие фазовым координа-
там системы (3). 

 
2. Система дифференциальных уравнений для сопряжённых координат: 
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(6)

 

3. Граничное условие для системы 
(6): 

1=mкψ              (7) 
получено с помощью граничных условий 
(3) из условия трансверсальности вида 
 

( )[ ] .01 =+−+++ к
нmhV tHhV δψδψδθψδψ θ

(8) 
 
4. Функция управления углом атаки 

[5]: 
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получена из необходимого условия мак-
симума функции Гамильтона: 
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и зависимостей коэффициентов силы ло-
бового сопротивления и подъёмной силы, 
определяемых в виде [5]: 
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В результате рассматриваемая задача 

оптимального управления сводится к сле-
дующей четырёхпараметрической краевой 
задаче: требуется найти решение сово-
купной системы уравнений (3), (6), за-
мкнутой соотношением (9), которое удо-
влетворяет граничным условиям (4), (7).  

Параметрами краевой задачи явля-
ются значения сопряжённых переменных 
в начальный момент времени: 

mнhннVн ψψψψ θ ,,, . 
 

3. Определение начальных  
приближений параметров  

краевой задачи 

Согласно [5] [ ]1;9,0∈mнψ , а сопря-
жённые переменные θψ  и hψ  выражают-
ся через значения фазовых координат и 
угла атаки, а также координат Vψ  и mψ  в 
виде: 
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Для определения значения Vψ  ис-
пользуем интеграл совокупной системы 
уравнений (3), (6) вида 
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который определяется с помощью опера-
ции «скобки Пуассона» над интегралом 
(10) и гамильтонианом  [7]. 

Подставляя в (13) выражения (5) и 
(10), получим 
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Подставляя в (14) выражения (11) и (12), получим 
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Выразим из последнего уравнения значение Vψ : 
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Соотношения (11), (12) и (15) опре-

деляют зависимости сопряжённых пере-
менных hV ψψψ θ ,,  от фазовых координат, 
угла атаки, производной угла атаки по 
времени и сопряжённой координаты mψ . 
С учётом (3) в начальный момент времени 
в указанных соотношениях неизвестными 
являются три параметра: нα , нα&  и mнψ , 

первые два из которых имеют ясный фи-
зический смысл, а для третьего определён 
диапазон изменения. 

Таким образом, исходная четырёх-
параметрическая краевая задача сведена к 
трёхпараметрической с параметрами нα , 

нα&  и mнψ . 
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4. Определение  
оптимальных программ  
управления и траекторий 

Начальные условия движения объек-
та управления определяются положением 
ГЛА на типовой траектории в начале 
сверхзвукового участка, т.е. на линии 
максимального скоростного напора при 

2...8,1=M  и 12000...10000=h м [4]. Для 
удобства в последующих расчётах при-
мем: 

2=нM , 011=нθ , 11000=нh м,  
290000=нm  кг.         (16) 

 
Указанные значения соответствуют 

скоростному напору 64=q  кПа.  
В конце траектории разгона-набора 

высоты рассматриваемый тип ГЛА по 
скорости и высоте полёта достигает зна-
чений 6=кM  и 30000=кh  м соответ-
ственно.  

Значения конечного угла наклона 
траектории кθ  выбираются из ряда значе-
ний 0, 50, 100, 150… до значения, при ко-
тором обеспечивается сходимость краевой 
задачи в области допустимых значений 
фазовых координат допN , которая имеет 
вид: 
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Были приняты следующие значения 
величин, используемых при моделирова-
нии движения: 

  
0

max
0

min 10,2 =−= αα ; 890=S [м2]; 
81,90 =g  [м/с2], 635676=ЗR  [м], 

5,720 =β [кг/с]. 
 
В качестве начального приближения 

параметров краевой задачи [ ]T
mннн ψαα ,, &  

принимается вектор-столбец [ ]T975,0;0;0 . 
Подстановка данных значений в формулы 
(11), (12) и (15) после вычислений даёт: 

 
;1951,9=Vнψ  ;12,370=нθψ  

;14623,0=hнψ  .975,0=mнψ        (17) 
 
Результаты решения задачи Коши 

для системы уравнений (3) и (6) с началь-
ными условиями (16) и (17), а также при 
незначительных изменениях параметров 
[ ]T

mннн ψαα ,, &  приведены в табл. 2.  
Численное интегрирование прово-

дится методом Рунге–Кутты четвёртого 
порядка. В качестве условия окончания 
интегрирования используется условие (7). 
Шаг интегрирования 1,0=∆t  c. 

 
 

Таблица 2. Результаты решения задачи Коши 

№ п/п нα , градус нα& , град/с mнψ  кM~  кθ
~

, градус кh~ , м 
1 0 0 0,975 2,837 14,822 37776 
2 -0,01 0 0,975 2,836 14,934 37758 
3 0,1 0 0,975 2,84 14,665 37817 
4 0 -0,001 0,975 2,841 14,792 37718 
5 0 0,001 0,975 2,834 14,807 37857 
6 0 0 0,974 2,9 12,614 38823 
7 0 0 0,976 2,785 16,888 36649 
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Для решения краевой задачи исполь-
зуем метод Ньютона. Матрица Якоби, 
рассчитанная по данным табл. 2, имеет 
вид: 
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Определим невязки – разности меж-

ду конечными значениями фазовых коор-
динат, полученными из решения задачи 
Коши (табл. 2, строка 1), и конечными 
условиями при 0=кθ :  

 
( ) ;2,38,26~ 1 =−≈−=∆ ккк MMM  

( ) ;15150~ 01 −=−≈−=∆ ккк θθθ  
( ) 80003800030000~ 1 =−≈−=∆ ккк hhh м. 

 
Полученные значения невязок по аб-

солютной величине в 5-10 раз меньше со-
ответствующих значений элементов мат-
рицы Якоби, полученных выше, за ис-
ключением значения элемента 

662,6=∂∂ нкM α , который больше невяз-
ки кM∆  в три раза. Следовательно, на 
сходимость краевой задачи существенно 
может повлиять только величина кM∆ . 
Поэтому решение краевой задачи будем 
проводить посредством последовательных 
приближений по параметру кM . Примем 
в качестве максимального значения не-
вязки 5% от интервала изменения числа 
M. Тогда 
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Конечные условия для приближён-
ного решения задачи с номером i  опреде-
лим в виде: 
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где ( ) ( ) 8,2~ˆ 10 ≈= кк MM  – значение пара-
метра, полученное из решения задачи 
Коши (табл. 2); 
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i  – количе-

ство требуемых приближённых решений 
краевой задачи. 

Условие сходимости решения крае-
вой задач на итерации с номером n  имеет 
вид: 
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Итерационные процессы решения 

краевой задачи для 0=кθ  и 024=кθ  
изображены на рис. 1 и рис. 2 соответ-
ственно. 

Решения краевых задач для конеч-
ных углов наклона траектории более 024  
получить не удалось, так как соответ-
ствующая траектория ( )tV , получаемая из 
решения задачи Коши, выходит в этом 
случае за границы области допустимых 
значений допN . 

Результаты решения краевых задач 
приведены на рис. 3 для оптимальных 
программ управления углом атаки и на 
рис. 4 для оптимальных фазовых траекто-
рий движения в координатах Mh, .  

Дополнительно к оптимальным тра-
екториям на рис. 4 построена линия мак-
симально допустимого скоростного напо-
ра 64max =q  кПа. 
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Рис. 1. Итерационные процессы сходимости краевой задачи при 0=кθ  
 
 
 
 

 

Рис. 2. Итерационные процессы сходимости краевой задачи при θк=240    
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Рис. 3. Оптимальные программы управления углом атаки ГЛА 
 
 
 

 
 

Рис. 4. Оптимальные траектории ГЛА 
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5. Анализ  
полученных результатов 

Анализ кривых, приведённых на рис. 
3, позволяет выделить следующие харак-
терные особенности оптимального управ-
ления углом атаки ГЛА: 

1) первые несколько секунд (от 10 
до 25 для различных значений конечного 
угла наклона траектории) угол атаки сни-
жается;  

2) при конечном угле наклона траек-
тории в 80 программа управления углом 
атаки, начиная с 20-й секунды, имеет ха-
рактер монотонно-возрастающей функции 
от значения, близкого к нулевому, до зна-
чения в 60 (на рис. 3 указанная программа, 
которую далее будем называть опорной, 
выделена полужирной линией); 

3) при конечных углах наклона тра-
ектории менее 80 происходят колебания 
угла атаки относительно опорной про-
граммы с максимальным значением при 

7,4...5,4≈M ; 
4) при конечных углах наклона тра-

ектории более 80 происходят колебания 
угла атаки относительно опорной про-
граммы с максимальным значением при 

5,3≈M  и минимальным значением при 
5...8,4≈M  (т.е. в противофазе с колеба-

ниями для конечных углов наклона траек-
тории, меньших 80). 

При скоростях движения М<2,5, по-
ка объект управления находится на высо-
тах тропопаузы ( 2000011000 ≤≤ h м со-
гласно рис. 4), угол атаки (рис. 3) прини-
мает малые значения (менее 20). При этом 
в самом начале тропопаузы (до высот 
примерно 12000-14000 м согласно рис. 4) 
угол атаки уменьшается от значения, 
близкого к 20, до значения, близкого к ну-
левому (рис. 3), что обеспечивает сниже-
ние как силы лобового сопротивления, так 
и подъёмной силы. В общем случае сни-
зить лобовое сопротивление возможно как 
уменьшением, так и увеличением угла 
атаки. Во втором случае происходит рост 
подъёмной силы, а значит, и набор высо-
ты, в результате которого уменьшается 
плотность атмосферы, а значит, и лобовое 

сопротивление. Так как при этом проис-
ходит увеличение угла наклона траекто-
рии, то вариант с увеличением угла атаки 
в большей степени выгоден при малых 
значениях θ  (менее 50). В рассматривае-

мом случае 
011=нθ , и поэтому реализу-

ется вариант с уменьшением угла атаки.  
В менее плотных слоях атмосферы 

( 3000015000 ≤< h м) влияние лобового 
сопротивления ослабевает, а потенциаль-
ная энергия ГЛА выше, и поэтому разгон 
может осуществляться без снижения угла 
атаки. В результате обеспечивается рост 
угла атаки, т.е. увеличение подъёмной си-
лы.  

Наличие колебаний угла атаки отно-
сительно опорной программы объясняется 
особенностями объекта управления, кото-
рые математически выражаются в значе-
ниях конечного угла наклона траектории.  

Для ГМС значение конечного угла 
наклона траектории равно нулю. Поэтому 
угол атаки в конце участка разгона – 
набора высоты уменьшается (кривая для 

0=кθ  на рис.3).  
Для ГСР значения  близки к пре-

дельному ( 0
max 35=θ  [3]), так как в даль-

нейшем разгон-набор высоты полезной 
нагрузки требуется осуществлять с ис-
пользованием ракетной ступени. Поэтому 
для увеличения конечного угла наклона 
траектории необходимо использовать все 
возможности аэродинамической схемы 
ГСР. В результате угол атаки в конце 
участка возрастает (кривые для 

00 20,16=кθ  и 024  на рис. 3). Кроме того, 
меняется характер интенсивности возрас-
тания угла атаки – максимальная интен-
сивность роста достигается теперь в ги-
перзвуковом диапазоне скоростей, а не в 
сверхзвуковом, как в случае малых углов 
( 08<кθ , рис. 3), что приводит к явлению 
рикошета. В результате оптимальный раз-
гон-набор высоты ГСР реализуется по 
траектории, носящей колебательный ха-
рактер изменения высоты и скорости от-
носительно линии maxq (рис. 4, кривые для 
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08≥кθ ), что полностью объясняется осо-
бенностями оптимального управления, 
выявленными выше.  

Сначала с незначительным разгоном 
(до 3≈M ) происходит набор высоты 
ГСР, более интенсивный по сравнению с 
линией maxq (до высот 30000...25000≈h  
м), за счёт чего обеспечивается более ин-
тенсивное снижение силы лобового со-
противления. Затем происходит разгон до 
гиперзвуковой скорости ( 5,5...5≈M ) с 
незначительным уменьшением высоты, 
так как влияние лобового сопротивления 
на данном этапе ослабевает, а потенци-
альная энергия ГСР увеличена (разгон 
обеспечивается с использованием не 
только реактивных, но и потенциальных 
сил). На завершающем этапе влияние ло-
бового сопротивления вновь усиливается. 
Дополнительно усиливается влияние на 
разгон ГСР силы тяжести, так как требу-
ется максимизировать конечный угол 
наклона траектории. Поэтому за счёт мак-
симизации интенсивности роста угла ата-
ки (подъёмной силы) происходит стреми-
тельный набор высоты практически без 
разгона (рикошет), что приводит к сниже-
нию лобового сопротивления, компенси-
рующему возрастающее влияние силы 
тяжести. 

 
Заключение 

Проведённое исследование опти-
мальных программ управления углом ата-
ки и соответствующих оптимальных тра-
екторий разгона-набора высоты ГЛА поз-
воляет сделать следующие выводы:  

1) оптимальное управление углом 
атаки ГЛА при его движении в плотных 
слоях атмосферы должно обеспечивать, в 
первую очередь, снижение влияния силы 
лобового сопротивления; 

2) оптимальные траектории движе-
ния ГСР имеют рикошетирующий харак-
тер; 

3) в гиперзвуковом диапазоне скоро-
стей может нарушаться ограничение на 

скоростной напор (рис. 4), и поэтому тре-
буется решение задачи оптимального 
управления углом атаки ГЛА с ограниче-
ниями на фазовый вектор. 
 

Библиографический список 
1. Остославский, И.В. Динамика по-

лета. Траектории летательных аппаратов 
[Текст] / И.В. Остославский, И.В. Страже-
ва. – М.: Машиностроение, 1969. 

2. Бузулук, В.И. Оптимизация траек-
торий движения аэрокосмических лета-
тельных аппаратов [Текст] / В.И. Бузулук 
– М., 2008. 

3. Нечаев, Ю.Н. Силовые установки 
гиперзвуковых и воздушно-космических 
летательных аппаратов. [Текст] / Ю.Н. 
Нечаев – М.: Изд. Академии космонавти-
ки им. К.Э. Циолковского, 1996. 

4. Нечаев, Ю.Н. Моделирование 
условий работы пароводородного РТД в 
составе силовой установки гиперзвуково-
го летательного аппарата [Текст] / Ю.Н. 
Нечаев, А.С. Полев, А.В. Никулин // 
Вестник академии космонавтики: направ-
ление фундаментальных и прикладных 
проблем космонавтики. Материалы науч-
ных докладов на заседаниях направления 
в 1996–1997 гг. – M.: Издание Академии 
космонавтики им. К.Э. Циолковского, 
1998.  –  С. 159–191. 

5. Бебяков, А.А. Задача оптимально-
го управления движением гиперзвукового 
летательного аппарата на этапе разгона-
набора высоты [Текст] / А.А. Бебяков // 
Вестник Самарского государственного 
аэрокосмического университета. – 2007. - 
№1. – С. 15-21. 

6. Понтрягин, Л.С. Математическая 
теория оптимальных процессов [Текст] / 
Л.С. Понтрягин, В.Г. Болтянский, Р.В. 
Гамкрелидзе, Е.Ф. Мищенко – М.: Наука, 
1983. 

7. Летов, А.М. Динамика полёта и 
управление [Текст] / А.М. Летов. – М.: 
Наука, 1969. 

 
 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета                            № 1 (39) 2013 г. 
 

38 
 

 
OPTIMAL CONTROL OF THE ANGLE  

OF ATTACK OF A HYPERSONIC FLIGHT VEHICLE 
 

© 2013 А. А. Bebyakov 
 

Ulyanovsk Instrument Engineering Design Bureau, Ulyanovsk city 
 

The paper presents the solution of the task of optimal control of the angle of attack of a hypersonic flight 
vehicle (HFV) with minimum fuel consumption. Optimal control programs and flight paths of HFV are deter-
mined using the method called «Pontryagin’s maximum principle». Optimal control of the angle of attack is ex-
pected to provide minimization of the HFV drag force in the supersonic speed range and the recoil from the 
dense atmosphere in the hypersonic speed range for the terminal flight path angle of over ten degrees. 
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