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Рассматривается зависимость показателей обусловленности матрицы и показателей 
мультиколлинеарности от размерности исходной сетки задачи. В работе используются примеры из 
открытой интегрируемой платформы для численного моделирования задач механики сплошных сред 
OpenFOAM. Показывается одинаковое поведение показателей обусловленности и показателя 
диагонального преобладания. Приведён пример определения размерности сетки с помощью показателя 
диагонального преобладания. 

 
Система линейных алгебраических уравнений, обусловленность матрицы, показатели 

мультиколлинеарности. 
 

Постановка задачи 
Существует множество прикладных 

задач математической физики, для 
решения которых используют сеточные 
методы. Несмотря на большое 
разнообразие способов формирования 
сеток, в конечном итоге задача обычно 
сводится к необходимости решения 
системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ), которая 
представляется в матричном виде: 

 
bAx = ,           (1) 

 
где A  − квадратная nn× -матрица 
коэффициентов; x  − 1×n -вектор, 
компонентами которого являются искомые 
(выходные) величины; b  − 1×n -вектор 
известных (входных) величин. 

Элементы матриц в этих методах 
формируются путём дискретизации 
исходных входных величин. От шага 
дискретизации зависит, насколько точным 
будет искомое решение. Эта проблема 
имеет большую историю. Ей посвящены 
основополагающие работы, например, 
[1−5]. Если шаг будет слишком большим, 
то возрастает погрешность усреднения, 
т.к. модель становится слишком «грубой» 
для её точного описания. Если же шаг 
будет малым, то число точек сетки 

возрастёт, разница между значениями в 
соседних точках может оказаться 
сравнимой с ценой младшего разряда. При 
этом имеет место почти линейная 
зависимость векторов-строк, из которых 
составлена матрица системы, и, как 
следствие, высокая погрешность решения 
СЛАУ. 

Меру, определяющую связь между 
погрешностью решения СЛАУ и 
погрешностью входных данных, принято 
называть обусловленностью. Если 
невырожденная матрица A  хорошо 
обусловлена, решение системы линейных 
уравнений (1) устойчиво [6], т. е. мало 
изменяется при малом изменении 
элементов матрицы A  и столбца 
свободных членов b . 

Если система плохо обусловлена, 
можно применить один из следующих 
способов, которые могут привести к 
повышению точности решения: 

1. Изменение параметров разбиения 
(шаг дискретизации), приводящее к 
улучшению обусловленности задачи [7]. 

2. Изменение метода решения, 
например, использование схемы решения 
с предобуславливанием, при котором 
левую и правую части исходной СЛАУ 
доумножают на легко обратимую 
матрицу-предобуславливатель [8]: 
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bMAxM 11 −− = ,            (2) 
 

AM ≈ , 0det ≠M .            (3) 
 
Во втором варианте фактически 

решается другая задача. Поэтому даже 
при достижении хорошей 
обусловленности могут иметь место 
значительные ошибки в решениях 
вследствие неудачного выбора матрицы M 
в соответствии с приближенным 
равенством в (3). 

В первом варианте улучшение 
обусловленности обычно достигается 
путём уменьшения размерности матрицы 
A  за счёт укрупнения сетки. Это 
приводит к более «грубой» модели и, как 
следствие, к снижению точности решений, 
поскольку модель не способна отобразить 
микропроцессы, микроявления.  

Общая схема решения задачи в этом 
случае такова: 

1. Дискретизация входных данных 
(построение сетки). 

2. Решение задачи (получение 
выходных данных). 

3. Валидация выходных данных. 
Если результат неудовлетворителен, то 
возврат к пункту 1. 

Основные вычислительные затраты 
в рамках этой схемы существуют на этапе 
решения задачи (пункт 2). Если 
полученные результаты не проходят 
валидацию, то происходит возврат к 
пункту 1 с ужесточением требований, в 
данном случае уменьшение шага 
дискретизации входных данных. Для 
уменьшения вычислительных затрат 
желательно добиться наименьшего 
количества возвратов к пункту 1. Поэтому 
актуальна задача разработки простой 
вычислительной схемы оценки качества 
разбиения на основе прогнозирования 
обусловленности задачи без проведения 
тестовых решений задачи. 

Для прогноза точности решений 
необходимо установить связь степени 
валидации входных данных с 
параметрами дискретизации, которые, в 
свою очередь, определяют степень 

обусловленности СЛАУ. Для 
характеристики степени обусловленности 
матриц наиболее широко [9, 10] 
используются следующие меры 
мультиколлинеарности: 
минимальное собственное значение 
матрицы A  
 

( )Amin)A( iimin λ=λ
∀

            (4) 

 
и спектральное число обусловленности 
матрицы A  
 

( )
( )A
A

)A(K
min

max

λ
λ

= .            (5) 

 
В работах [4, 8, 9, 11] для контроля 

степени обусловленности в задачах 
идентификации моделей систем 
формирования изображений, наряду с 
указанными выше, предложено применять 
так называемый показатель диагонального 
преобладания матрицы A: 
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где jia ,  – элементы матрицы A , а 

( ) n,i,Ai 1=λ  – собственные значения 
матрицы A . 

В настоящей работе установлена 
зависимость между показателем 
диагонального преобладания и точностью 
решения задачи и разработан алгоритм 
выбора параметров сетки на основе 
показателя диагонального преобладания. 

 
 

Построение оценок обусловленности  
в одномерной задаче 

Рассмотрим процесс перехода к 
матрице вида FKU =  на примере 
использования метода Галёркина для 
следующего дифференциального 
уравнения: 
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)(xf
dx
du

dx
d

=





 ,            (7) 

 
где u  - искомая функция )(xu , )(xf  - 
известная функция. 

Пусть 0)1( =u , 0)0( =′u . 
Приближённое решение уравнения 

разыскивается в виде 
 

∑
=

=
n

i
ii xUxu

0
)()( ϕ ,            (8) 

 
где )(xiϕ  - функции формы, iU  - 
коэффициенты. 

Пусть 0)0( =iϕ . 
Умножив обе части на )(xiϕ  и 

проинтегрировав, получим: 
 

∫ ∫=
1

0

1

0

)()( dxxxf
dx
d

dx
du

i
i ϕ

ϕ .          (9) 

 
Правую часть обозначим за iF : 

 

∫=
1

0

)()( dxxxfF ii ϕ .          (10) 

 
Пусть 40K=i . Тогда для 0=i  

левая часть выражения (9) с учётом (8) 
примет вид 

 

xFdx
dx

dUUU ∆==′++′+′∫ 0
0

441100

1

0

)( ϕ
ϕϕϕ K . 

(11) 
В свою очередь элементы матрицы 

K  определяются из выражения 
 

dx
dx

d
dx
dK ji

ij ∫=
1

0

ϕϕ .          (12) 

 
Вычислив элементы матриц, 

запишем выражение для FKU = : 
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Если взять шаг 
2
x∆ , то система 

примет вид 
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Погрешность при этом изменится с 

x∆  до 
2
x∆  [12]. Показатель диагонального 

преобладания Ô  понизится с 
125

1
⋅∆x

 до 

225
1
⋅∆x

. 

 
 
Результаты экспериментов  

на тестовых задачах  
в среде OpenFOAM 

Проведены расширенные экспери-
менты по исследованию связи мер 
мультиколлинеарности с числом узлов 
сетки и точностью решения в задачах, 
используемых в качестве тестовых в среде 
OpenFOAM. Для сравнимости показате-
лей мультиколлинеарности вначале 
проведём модификацию этих мер, 
заключающуюся в приведении их к 
одинаковому диапазону [0;1] путём 
следующих преобразований: 

1. Нормировка информационной 
матрицы A  такая, что MtrA =  (для этого 
матрица A  слева и справа умножается на 
диагональную матрицу }{ iidD = , где 

iiii ad /1= ). 
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2. Вместо спектрального числа 
обусловленности вводится в рассмотрение 
обратное спектральное число обусловлен-
ности: maxmin

1 /)( λλ=− AK . Близость этого 
числа к 0 свидетельствует о плохой обу-
словленности матрицы A . 

3. Вместо показателя диагональ-
ного преобладания (6) рассматривается 
приведённый к интервалу [0;1] показатель 
диагонального преобладания 
 

ÔÔ /11 =− .            (15) 
 
Для исследования зависимости 

указанных приведённых к интервалу [0;1] 
мер мультиколлинеарности матрицы A  от 
количества ячеек сетки было выбрано 
несколько примеров, входящих в набор 
примеров, распространяемых вместе с 
открытой интегрируемой платформой для 
численного моделирования задач 
механики сплошных сред OpenFOAM. 

 
Пример 1. 

$TUTORIALS/incompressible/pimpleFoam/t-
junction/ – течение несжимаемой 
жидкости в трубе-тройнике (один вход, 
два выхода) под действием разности 
давлений на входе и выходах трубы, 
задача решается в нестационарной 
постановке с использованием алгоритма 
(Pressure Implicit with Splitting of Operators 
– Semi-Implicit Method for Pressure Linked 
Equations) PISO-SIMPLE. 

 
Пример 2. 

$TUTORIALS/incompressible/pisoFoam/ras/
cavity/ – вращение несжимаемой жидкости 
в ёмкости, порождаемое скользящей 
верхней стенкой ёмкости, задача решается 
в нестационарной постановке с 
использованием алгоритма PISO и с 
моделированием турбулентности с 
помощью RAS (Reynolds-Averaged 
Simulation) модели. 

 
Пример 3. 

$TUTORIALS/incompressible/icoFoam/cavit
y/ – вращение несжимаемой жидкости в 
емкости, порождаемое скользящей 
верхней стенкой ёмкости, задача решается 
в нестационарной постановке без 
моделирования турбулентности. 

Построение матрицы A для таких 
задач происходит на основе параметров 
дискретизации и граничных условий, т.е. 
без непосредственного решения задачи. 

На рис. 1-3 показана зависимость 
показателей обусловленности 1−Ô , 

)(1 AK − , minλ  от количества n  ячеек сетки. 
Жирными точками отмечены значения-
«эталоны», рекомендованные 
разработчиками пакета OpenFOAM [13], 
как доставляющие наиболее высокую 
точность при приемлемых 
вычислительных затратах. Нетрудно 
заметить, что зависимости мер 
обусловленности minλ , )(1 AK − , 1−Ô  от n  
имеют одинаковый характер. 

При этом вычислительная сложность 
нахождения показателя диагонального 
преобладания существенно меньше 
вычислительной сложности нахождения 
любой нормы обусловленности и 
составляет )(2 2nOn + . Для сравнения, 
вычислительная сложность спектрального 
числа обусловленности (5) зависит от 
используемого алгоритма и может 
составлять порядка )( 3nO  и более. В 
современных задачах n  может достигать 
значений 106-107. Поэтому вычислитель-
ная сложность является существенным 
доводом для выбора в качестве критерия 
оценки обусловленности матрицы и 
прогнозирования точности решений 
показателя диагонального преобладания.  
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Рис. 1. Зависимость мер обусловленности minλ , )(1 AK − , 1−Ô  от количества ячеек n  для примера 1 
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Рис. 2. Зависимость мер обусловленности minλ , )(1 AK − , 1−Ô  от количества ячеек n  для примера 2 
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Рис. 3. Зависимость мер обусловленности minλ , )(1 AK − , 1−Ô  от количества ячеек n  для примера 3 
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Как видно из графиков, при 
увеличении количества элементов сетки 
значение показателя диагонального 
преобладания уменьшается. Значения 
показателя диагонального преобладания, 
соответствующие диапазону размеров 
сетки, рекомендованных разработчиками 
для данного класса задач, находятся в 
интервале [0.085;0.095]. Заметим, что за 
пределами этого интервала при 
дальнейшем увеличении количества узлов 
сетки показатель диагонального 
преобладания принимает крайне малые 
значения, которые свидетельствуют о 
плохой обусловленности задачи. Таким 
образом, показано, как производить 
оценку обусловленности СЛАУ с 
помощью предварительной валидации 
входных данных с помощью 1−Ô . 

 
Работа выполнена при поддержке 

РФФИ (проект № 11-07-12051-офи-м). 
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The paper shows the dependence of matrix condition indicators and multicollinearity indicators on the 

dimension of the original problem mesh. Examples from an open integrated platform for the numerical 
simulation of continuum mechanics OpenFOAM tasks are given. The behavior of conditionality indicators and 
that of the diagonal dominance indicator are shown to be the same. An example of determining mesh dimensions 
with the help of the diagonal dominance indicator is given. 

 
System of linear algebraic equations, matrix condition, multicollinearity indicators. 
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