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Рассматривается задача формирования кольцеобразной вращающейся тросовой группировки, 
состоящей из трёх наноспутников. Для анализа динамики тросовой системы используется 
математическая модель, построенная в подвижной орбитальной системе координат методом 
Лагранжа. С применением метода скользящих режимов предложены две программы управления 
для развёртывания тросов, в которых в качестве управлений используются силы натяжения 
тросов и реактивные силы, создаваемые двигателями малой тяги. В первой программе 
управляющие воздействия непосредственно ограничены допустимыми пределами изменения 
сил натяжения тросов и реактивных сил, а при построении второй программы в систему 
управления вводится вспомогательная динамическая система, которая вводит поправки к 
управлению, учитывающие эффект насыщения. Устойчивость движения тросовой группировки 
для обеих программ управления исследуется с использованием теории Ляпунова. Приводятся 
результаты численных расчётов, подтверждающие возможность использования предлагаемых 
программ управления для формирования тросовой группировки в виде вращающегося 
правильного треугольника при наличии возмущений и с учётом заданных ограничений. 
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Введение 

Тросовая группировка космических аппаратов (ТГКА) – это космическая тросовая 
система (КТС) нового типа, имеющая определённую геометрическую конфигурацию и 
совершающая согласованный полёт по орбите [1 – 2]. Технологии, связанные с ТГКА, 
особенно подходят для выполнения определённых космических миссий, таких как 
многоточечные распределённые измерения в космосе, космическая интерферометрия  
и т.д. Считается, что ТГКА имеет определённые преимущества по сравнению с исполь-
зованием обычных орбитальных группировок, в которых космические аппараты (КА) 
не связаны между собой механическими связями. В отличие от последних космических 
систем ТГКА характеризуется наличием протяжённых лёгких связей (тросов) между 
КА. В связи с этим она может функционировать на орбите при сохранении своей рабо-
чей геометрической конфигурации в течение длительного времени с малым расходом 
топлива [3 – 5], которое всегда ограничено. 

Большое количество исследований было посвящено изучению динамики и управ-
лению движением КТС, состоящих из двух КА. Например, можно отметить работы   
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[6 – 8]. Однако вопросы, связанные с формированием ТГКА более сложных геометри-
ческих конфигураций, ещё недостаточно изучены и требуют дальнейшего рассмотрения.     
В частности, исследованию ТГКА, состоящих из нескольких наноспутников (НС) [9], 
уделяется большое внимание в связи с тем, что такой класс ТГКА имеет большие воз-
можности для создания на орбите протяжённых конструкций при сравнительно низких 
затратах.  

Управление движением тросовых группировок НС имеет свои особенности. Как 
правило это системы, стабилизируемые вращением, которое, в частности, обеспечивает 
натяжение тросов за счёт действия центробежных сил инерции. Особенно сложным 
этапом с точки зрения управления является этап формирования вращающейся ТГКА 
заданной конфигурации [10], что требует разработки соответствующих методов управ-
ления. Поскольку тросы должны быть всегда натянутыми (силы натяжения должны 
быть положительными) в процессе их выпуска, а реактивные силы, создаваемые двига-
телями малой тяги, ограничены по направлению и модулю из-за небольшого размера 
НС, то актуальной является задача разработки методов управления с ограничениями на 
управляющие силы как по направлению, так и по величине.  

Настоящая работа посвящена задаче управления формированием кольцеобразной 
тросовой группировки, в состав которой входят три НС. Предлагается, что в исходном 
состоянии три НС жёстко соединяются между собой в виде правильного треугольника, 
который вращается в плоскости орбиты вокруг своего центра масс с некоторой ограни-
ченной по модулю угловой скоростью. Конечное состояние ТГКА – это также пра-
вильный треугольник, вращающийся в плоскости орбиты с некоторой заданной угловой 
скоростью. При анализе процесса формирования тросовых группировок часто рас-
сматривают НС как набор точечных масс, соединённых неупругими невесомыми тро-
сами [11], что упрощает построение уравнений движения системы. Для разработки за-
кона управления выпуском тросов здесь используется скользящий режим управления 
(СРУ) (в английской интерпретации SMC – Sliding Mode Control) [12], который облада-
ет свойством робастности. Предложены две программы управления для вращающейся 
треугольной ТГКА при её развёртывании с учётом эффекта насыщения, вызванного 
ограничениями на управляющие силы. При анализе вопроса устойчивости движения 
системы используется теория Ляпунова. Проводятся результаты численных моделиро-
ваний для иллюстрации эффективности предлагаемых программ управления при нали-
чии возмущений. 

 
Математическая модель движения  

тросовой группировки космических аппаратов 

Принимается допущение, что центр масс ТГКА движется по невозмущённой кру-
говой орбите в течение всего процесса формирования системы. Движение системы 
описывается в орбитальной прямоугольной системе координат Cxyz  (рис. 1, а), начало 
которой находится в центре масс ТГКА, ось Cx  направлена по радиус-вектору центра 
масс системы eR , а ось Cy  – по направлению движения системы в плоскости орбиты. 

Для вывода уравнений движения системы используется метод Лагранжа. При этом три 
НС рассматриваются как материальные точки, а тросы считаются нерастяжимыми и 
невесомыми механическими связями. Учитывая, что система движется в орбитальной 
плоскости ( 0z  ), её положение в системе координат Cxyz  задаётся совокупностью 

четырёх обобщённых координат  1 2 1 2, , ,l l   q , здесь 1 2,l l  – длины любых двух 

тросов, а 1 2,   – соответствующие углы наклона этих двух тросов к местной верти-
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кали (рис. 1, а). В этом случае уравнения движения ТГКА записываются следующим 
образом [10]: 
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   – общая масса ТГКА, nm  – масса n-го НС ( 1,3n  ), 

n nm m  , 3
M eG R   – орбитальная угловая скорость центра масс системы, MG  – 

гравитационный параметр Земли, eR  – модуль радиус-вектора eR  центра масс ТГКА 

относительно центра Земли, 
1 2 1 2
, , ,l lQ Q Q Q  – обобщённые силы; 1 2 3 4, , ,     – воз-

мущения.  

 
 

Рис. 1. Схема тросовой группировки космических аппаратов  
в орбитальной системе координат (а) и действующие на наноспутники силы (б) 

 
 

При определении обобщённых сил учитываются следующие непотенциальные 

силы, действующие на каждый НС: 1) силы натяжения , 1,3nT n  , направленные вдоль 

каждого троса соответственно; 2) реактивные силы , 1,3nF n   ортогональные тросам, 

причём направления их моментов относительно центра масс системы соответствуют 
направлению вращения ТГКА (рис. 1, б). В этом случае обобщённые силы определя-
ются в соответствии с принципом возможных перемещений: 

а б 
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здесь длина третьего троса 2 2
3 1 2 1 22 cosl l l l l     . 

 
 

Программы выпуска тросов с учётом ограничений на управление  
и анализ устойчивости движения системы 

Введём обозначения 1 1x l , 2 2x l , 3 1x  , 4 2x  , тогда система уравнений (1) 

перепишется в виде 
 

     ,    A x x B x x Q x U  o          (3) 

 

где  T 4
1 2 3 4x x x x x – вектор состояний системы,  T1 2 3 4o o o oo  – вектор 

возмущений,    T T 6
1 6 1 2 3 1 2 3...u u T T T F F F  U  – вектор управляющих сил. Мат-

рицы  A x ,  ,B x x  и  Q x  приведены в Приложении. Далее в тексте для матриц 

 A x ,  ,B x x  и  Q x  будут использоваться простые обозначения ,A B  и Q . 

Поскольку матрица A  является невырожденной, то уравнение (3) преобразуется 
к виду  

 
    x U    , (4) 

 
где 1 4 1   A B , здесь обозначим -йi  элемент вектора-столбца   через i ; 

1 4 6   A Q ; 1 4 1   A   и i  – -йi  элемент вектора-столбца  .  

Для разработки программы управления сначала следует уточнить желаемые со-
стояния системы, которые должны быть достигнуты в конечный момент времени. Ос-
новная цель состоит в том, чтобы разработать закон управления для обеспечения 
успешного формирования ТГКА в равностороннюю треугольную конфигурацию, вра-
щающуюся с заданной угловой скоростью в орбитальной плоскости. В этом случае со-
стояние системы должно удовлетворять следующим условиям: 1) тросы должны быть 
полностью развёрнуты на заданную конечную длину dl , т.е. 1 2

d d
dx x l  ; 2) сформи-

рованная конфигурация должна вращаться вокруг центра масс системы с постоянной 
скоростью d . Тогда углы наклона тросов к местной вертикали будут изменяться по 

линейным законам: 
 

3 1(0)d
d ex t    , 4 2 (0)d

d ex t    , 

 
где et  – конечное время; 1 2(0), (0)   – начальные значение углов. 
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Случай I. Программа с применением традиционного  
скользящего режима управления 

Цель управления состоит в том, чтобы , 1, 4ix i   стремились к своим конечным 

заданным значениям d
ix  при завершении формирования ТГКА. Введём обозначения 

для отклонений d
i i ie x x  , а поверхность скольжения зададим в виде 

 

 , 1, 4i i i is c e e i    , (5) 

 
где коэффициенты ic  – положительные константы. 

Предлагается следующая программа управления 
 

  1 sign       U c e k s ε s  , (6) 
 

где  T1 2 3 4e e e ee ;  T1 2 3 4s s s ss ;  1 4, ,diag c cc  ,  1 4, ,diag k kk  , 

 1 4, ,diag  ε   – матрицы коэффициентов, 0 ,i i ik    , i – максимальные 

величины возмущений; sign – функция сигнала: 
1, если 0

sign 0, если 0
1, если 0

i

i i

i

s
s s

s

 
 

. 

Для анализа устойчивости движения системы в качестве функции Ляпунова ис-
пользуются положительно определённые функции: 

 
21
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есть отрицательно определённая функция (здесь 

i
 обозначает -йi  элемент векто-

ра-столбца), которая равна нулю только при конечном состоянии системы 0s . Из 
этого следует асимптотическая устойчивость движения системы при использовании 
программы (6). 

Однако следует иметь в виду, что сразу после разделения НС имеет место d
i il l , 

что (как показывает анализ) может привести к тому, что значения управляющих сил 
(сил натяжения тросов) в соответствии с программой (6) будут отрицательны. Это не-
допустимо, так как при построении математической модели предполагается, что тросы 
не работают на сжатие с учётом их физических характеристик. Кроме того, очевидно, 
что реактивные силы не должны создавать моменты противоположного знака по срав-
нению с заданным направлением вращения системы. Другими словами, величины сил 
натяжения тросов и направления действия реактивных сил имеют ограничения. Для 
того, чтобы учесть эти ограничения, можно поступить по-разному. Самый простой 
способ – это ввести поправки в предлагаемую программу управления следующего вида: 
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если min
j ju u  или max

j ju u , то полагается min
j ju u , max

j ju u , где , 1,6ju j   – -йj  

элемент вектора-столбца U , а min max,j ju u  – предельные величины управления ju . Бо-

лее конкретно, если силы натяжения minnT T  или моменты сил   0, 1,3nM F n  , то 

полагается minnT T , 0nF  . В этом случае тросы на начальном этапе развёртывания 

выпускаются с минимально разрешённой силой натяжения minT , а затем (как только 

minnT T ) используется программа (6). Аналогично поступают с ограничением 

  0nM F  .  

Таким образом, программа управления в рассмотренном случае фактически 
включает в себя два характерных участка: первый сравнительно небольшой участок – 
это начальный этап, когда силы натяжения и реактивные силы принимают граничные 
значения; и второй этап, когда используется программа (6). Однако следует отметить, 
что недостатком такого подхода прямого внесения поправок в программу управления 
является то, что в этом случае доказательство устойчивости движения системы с огра-
ничениями невозможно провести с помощью теории Ляпунова и такой подход может 
быть обоснован только с помощью численного моделирования. 

 
Случай II. Модифицированная программа управления  

с вспомогательной системой 

Идея построения модифицированной программы управления заключается в том, 
чтобы учесть ограничения непосредственно на этапе построения программы управле-
ния с целью удовлетворения условий устойчивости. Предлагаемый ниже закон управ-
ления с учётом ограничений можно рассматривать как изменение программы управле-
ния, построенной на основе поверхности скольжения, полученной ранее. 
Модифицированная программа управления характеризуется введением в систему 
управления вспомогательной динамической системы (ВДС), входом которой является 

разница между текущими значениями управлений  1,6n
ju j   и их предельными зна-

чениями  sat n
j ju u , т.е.  satn n n

j j j j ju u u u u     , где функция  sat n
ju  имеет вид 

 

  
max max

min max

min min

, ;
sat , ;

, ,

n
j j j

n n n
j j j j j

n
j j j

u u u
u u u u u

u u u


  
 

 (7) 

 

где 1,6j  . 

Введём обозначения 
T

1 6...n n nu u   U  и  T
1 6...u u   U . На рис. 2 показана 

схема системы управления, построенная с учётом рассматриваемых ограничений. 
Предлагаемый вид ВДС следующий: 

 

 ,1 ,1 ,1 ,2

,2 ,2 ,2 ,row

;

,
i i i i

i i i i

    
      U



   
   

 (8) 

 

где ,rowi  – - яi  вектор-строка матрицы  , 1, 4i  . Здесь коэффициенты ,1 ,2,i i   

должны быть положительными. В этом случае матрица коэффициентов уравнения (8) 
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,1

,2

1
0

i

i




 
  

 будет матрицей Гурвица, и тогда при t   имеем ,1 ,2, 0i i   . 

Пусть 
T

1 1,1 4,1...      , 
T

2 1,2 4,2...      . Запишем (8) в матричной форме: 

 

1 1 1 2

2 2 2

;
,

    
     

ξ
ξ U


 

 

 

где  1 1,1 4,1,...,diag  ξ ,  2 1,2 4,2,...,diag  ξ .  

 
 

 
 

Рис. 2. Схема системы управления с вспомогательной динамической системой 
 

 

В этом случае вектор ошибок определяется как  T1 2 3 4e e e ee , где 

,1
d

i i i ie x x    . Соответственно производная ошибки по времени имеет вид: 

,1 ,1 ,2
d

i i i i i ie x x c         . Дальше структура поверхности скольжения задаётся такая же, 

как ранее (5): i i i is c e e    . В этом случае программа управления примет вид 

 

  1
1 1 1 2 2 2 signn                 U Φ c e k s ξ ξ ξ ε s . (9) 

 
Производные по времени для поверхности скольжения определяются как 

 

 
   

   

,1 ,1 ,1 ,2

,1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,2 ,row

,1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,2

d
i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i ii

i i i i i i i i i ii

i i i i

s c e e c e x x c e x c

c e c c c

c e c c c

c e

  

     

    

 

              

                

               

     

U U

U U

         











  ,1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,2

sign .

n
i i i i i ii

i i i i i

c c c

k s s

  

 

       

     

U

 

 
Далее, определяя полную производную по времени от функции Ляпунова, найдём 

 

  2sign 0.i i i i i i i i i i iV s s s k s s k s               

 
Поскольку производные iV  есть определённо отрицательные функции, то движение 

системы (1) с управлением (9) и с ограничением (7) асимптотически устойчиво. 

xdx nU U



U

,2i
,1i
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Следует отметить, что при ,1 ,2, 0i i    и 0, 0e e   обеспечиваются условия 
d

i ix x  и d
i ix x  , из чего следует выполнение целевой задачи системы управления. 

С другой стороны, как следует из вида ВДС (8), ограниченность U  является необхо-
димым условием для выполнения ,1 ,2, 0i i   , что определяет желаемые свойства 

применения предложенной программы управления. 
 

Численные результаты и их анализ 

Для иллюстрации применения предлагаемых программ управления проводится 
численное моделирование процесса формирования рассматриваемой ТГКА. При этом 
были приняты следующие исходные данные: высота орбиты 500 кмH  , масса НС 

 10кг 1,3nm n  , начальная длина тросов и начальная скорость выпуска  0 1мl  , 

 0 0,05м сl  , начальные углы наклона тросов к местной вертикали и их начальные 

скорости    1 20 0, 0 2 3    ,    1 20 0 0,1рад с    . Желательно, чтобы в ко-

нечный момент времени ТГКА была полностью развёрнута и выполнялись следующие 

условия: 100мd
nl  , 0d

nl  , 1 2 constd d
d      . В приведённом ниже численном ис-

следовании d  выбирается как 0,05рад сd  . 

При определении внешних возмущений обычно учитываются основные возму-
щающие воздействия от окружающей космической среды, такие как гравитационный, 
аэродинамический и магнитный моменты, давление солнечного излучения и др. Вели-
чины этих возмущений ограничены, в частности для высоты орбиты 500 км  имеются 

оценки 5
1 2, 1 10 н    , 7 2

3 4, 8,4 10 рад/с    [13].  Из-за сложности построе-

ния точной модели возмущающих воздействий обычной практикой является использо-
вание  периодических функций для приближенного представления внешних  возму-
щений [14]. Поэтому в численных расчётах возмущения оцениваются как 
     5

1 2 1 10 sin 200 нt t t     ,      7 2
3 4 8, 4 10 sin 200 рад/сt t t     . 

При выборе коэффициентов программы управления методом скользящих режимов 
необходимо учитывать следующее: 

1. Слагаемое i ik s  в программах (6) и (9) позволяет обеспечить системе свой-

ство экспоненциальной устойчивости, так как i i is k s   приводит к решению 

(0) e ik t
i is s   , что обеспечивает быстрое приближение системы на начальном этапе к 

поверхности скольжения, причём скорость приближения зависит от коэффициента ik .  

2. В случае, когда в программе управления учитывается только слагаемое i ik s , 

то траектория системы не может достичь поверхности скольжения за конечное время. 
Следовательно необходимо вводить в программу управления дополнительное слагаемое 

signi is  , где коэффициент i  определяет скорость приближения системы к поверх-

ности при 0is  .  

3. Для того, чтобы уменьшить колебания системы относительно поверхности 
0is  , функция сигнала sign is  в скользящем режиме заменяется функцией типа 

«насыщения»  is  (рис. 3), имеющей вид  
1, ;

, ;
1, ,

i

i i i

i

s
s s s

s

  
  


  


 здесь 

1



, 

0   определяет зону, где используется линейное управление с обратной связью.  
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С учётом вышесказанного были выбраны значения коэффициентов программы 
управления (6), приведённые в табл. 1. Результаты численного моделирования, соот-
ветствующие случаю I, приводятся на рис. 4. 
 

 
Рис. 3. Функция типа «насыщения»  is  

 
 

Таблица 1. Значения коэффициентов закона управления (6) 

Описание Значение 

Матрица коэффициентов  1 4, ,diag c cc    0,05; 0,05; 0,01; 0,01diagc  

Матрица коэффициентов  1 4, ,diag k kk    1,1,1,1diagk  

Матрица коэффициентов  1 4, ,diagε     0,01; 0,01; 0,01; 0,01diagε  

Параметр   0,05 

Минимум силы натяжения minT , н  0,01 

Максимум силы тяги двигателей maxF , н  5 

 
 
Из рис. 4, а – г следует, что процесс выпуска тросов характеризуется достаточно 

гладкими функциями. Зависимости, характеризующие изменение длин и их скоростей 
от времени, для всех тросов практически совпадают. На начальном этапе ( 50,5t с ) 
выпуск тросов осуществляется при минимально возможном значении натяжения 

0,01нT   (рис. 4, д), при этом скорость тросов быстро увеличивается. В начале раз-
вёртывания ТГКА реактивные силы равны нулю (рис. 4, е), поэтому угловая скорость 
вращения системы   (рис. 4, г) быстро уменьшается по мере выпуска тросов. После 
этого имеется этап плавного торможения и приведения ТГКА в заданное состояние, в 

частности, когда 169t с , 100мdl l  , 0l   и 0,05рад сd   . В итоге конфи-

гурация ТГКА представляет собой правильный треугольник и силы натяжения тросов 
принимают постоянные значения ( 0,86нT  ), причём реактивные силы стремятся к 

нулю. Следует отметить, что введение функции типа «насыщения»  is  позволило 

избежать быстрых колебаний системы относительно поверхности скольжения. 
 

is

( )is

1

1
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Рис. 4. Характеристики движения тросовой группировки космических аппаратов  
при использовании программы (6) 

 
Численное моделирование для случая II было проведено при тех же данных, что и 

для случая I (табл. 1). Поэтому здесь приведены только значения коэффициентов, ха-

рактеризующих ВДС: коэффициенты  ,1 ,20,25, 1 1,4i i i    ; начальные значения 

   ,1 ,20 0 0i i   . Результаты численного расчёта показаны на рис. 5. 

На рис. 5, а – г приводятся зависимости, характеризующие изменения от времени 
переменных состояний системы в процессе формировании ТГКА. По сравнению с ре-
зультатами, представленными выше для случая I, время развёртывания тросов меньше 

 125с ,t   причём максимальное значение скорости выпуска тросов больше 

( max 5,59м/сl  ).  



                     Авиационная и ракетно-космическая техника 

79 

 
а 
 

 
б 

 
в 
 

 
г 

 
д 
 

 
е 

 
ж 
 

 
з 
 

 
Рис. 5. Характеристики движения тросовой группировки космических аппаратов  

при использовании программы (9) 
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На рис. 5, д показаны зависимости силы натяжения первого троса от времени, где 
сплошная линия означает управляющую силу 1 1u T , штриховая – это номинальная 

сила натяжения 1
nu , а сплошная линия на рис. 5, е – есть разность 1 1 1 1

nT u u u     . 

Как следует из результатов, на начальном этапе ( 61,4t с ) трос развёртывается с ми-

нимальной силой натяжения 0,01н  и вследствие этого значение 1T  увеличивается 

по модулю, после чего натяжение троса практически совпадает с номинальным значе-
нием, определяемым по закону (9). На рис. 5, ж – з показано изменение реактивной 
силы ( 4 1u F  – сплошная линия), номинальной реактивной силы ( 1

nu  – штриховая) и 

их разности ( 1 4 4 4
nF u u u     ). Реактивная сила совпадает со своим номинальным 

значением практически везде за исключением самого начального этапа ( 9,5t с ), когда 
двигатель малой тяги не включён. Изменение таких же зависимостей для тросов 2 и 3 
аналогично и здесь не приводится. 

Изменение переменных ВДС ,1i  и ,2i  от времени приводится на рис. 6. Как 

следует из приведённых результатов, переменные ВДС приближаются к нулю в про-
цессе развёртывания ТГКА, что иллюстрирует устойчивость ВДС. 

 

      
 

Рис. 6. Изменение коэффициентов ,1i  и ,2i  от времени 

 
 
 
 

Заключение 

В статье представлены разработанные методы управления формированием вра-
щающейся тросовой группировки наноспутников с учётом ограничений на управляю-
щие воздействия. Результаты работы следующие. 

При формировании вращающейся тросовой группировки наноспутников на око-
лоземной орбите возникает задача управления её движением с учётом ограничений на 
силы натяжения тросов и на реактивные силы, создаваемые двигателями малой тяги, 
что приводит к необходимости разработки программы управления развёртывания тро-
сов, имеющей свойство робастности. 

Предложены две программы развёртывания тросов с использованием скользящего 
режима управления по заданной поверхности, учитывающие ограничения на управля-
ющие воздействия. В первой программе ограничения на управляющие силы учитыва-
ются формально, когда при выходе на ограничение соответствующему управлению 
присваивается его граничное значение. Недостатком такого подхода является то, что 
устойчивость движения системы в этом случае нельзя доказать с помощью теории 
устойчивости Ляпунова. Вторую программу можно рассматривать как модификацию 
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первой, при этом в систему управления вводится вспомогательная динамическая си-
стема. Показано, что устойчивость системы управления зависит от устойчивости вспо-
могательной динамической системы, которая обеспечивается подходящим выбором 
значений её коэффициентов. В этом случае доказывается, что система управления с 
вспомогательной динамической системой асимптотически устойчива. 

Результаты численного моделирования для обеих программ управления подтвер-
дили возможность их использования (при наличии ограниченных возмущений и с учё-
том ограничений на управляющие силы) для формирования тросовой группировки 
космических аппаратов в виде правильного треугольника, вращающегося с постоянной 
заданной угловой скоростью в своём конечном состоянии. 
 

Работа выполнена при поддержке научного гранта РФФИ «Динамический анализ 
и управление движением тросовой группировки микро-спутников» (проект 
№ 21-51-53002). 

 
 

Приложение 

Марица  

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44 4 4

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A


 
 
 
 
 
 

A x ,  

где  11 1 2 3A m    ,  12 1 3 3 4cosA m x x   , 13 0A  ,  14 1 3 2 3 4sinA m x x x   ; 

 21 1 3 3 4cosA m x x   ,  22 3 1 2A m    ,  23 1 3 1 3 4sinA m x x x    , 24 0A  ; 

31 0A  ,  32 1 3 1 3 4sinA m x x x    ,   2
33 1 2 3 1A m x    ,  34 1 3 1 2 3 4cosA m x x x x   ; 

 41 1 3 2 3 4sinA m x x x   , 42 0A  ,  43 1 3 1 2 3 4cosA m x x x x   ,   2
44 3 1 2 2A m x    . 
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B x x ,  

где 

         

   

2 2 2
11 1 2 3 1 3 3 1 3 2 4 4 3 4
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2 4 3 4 2 3 4

3cos 1 2 cos

2 sin 3 cos cos ;

B m x x x m x x x x x

x x x x x x x

           
    

  

 

       

 
 

         

   

2 2 2
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2 3 sin cos 3 sin cos

2 cos 2 sin ;

B m x x x x x x m x x x x
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Матрица  

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46 4 6

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q


 
 
 
 
 
 

Q x ,  

где 11 1Q   , 12 0Q  ,  13 1 2 3 4 3cosQ x x x x l      , 14 0Q  ,  15 1 4 3sinQ x x  , 

   16 1 2 3 4 3sinQ x l x x   ; 21 0Q  , 22 1Q   ,  23 2 1 3 4 3cosQ x x x x l      , 

 24 3 4 3sinQ x x  , 25 0Q  ,     26 1 2 1 3 4 3sinQ x l x x    ; 

31 0Q  , 32 0Q  ,    33 1 2 3 3 4sinQ x x l x x  ,  34 2 3 1+Q x   ,  35 1 1 4 3cosQ l x x   , 

   36 1 1 3 1 2 3 4cosQ x l x x x x     ; 41 0Q  , 42 0Q  ,    43 1 2 3 3 4sinQ x x l x x   , 

 44 3 2 4 3cosQ x x x  , 45 3 2Q x ,     46 1 2 2 3 2 1 4 3+ cosQ x l x x x x      ; 

где  2 2
3 1 2 1 2 3 42 cosl x x x x x x    . 
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