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Разработана методика, позволяющая оценить точность отдельных предложений для аналитическо-

го вычисления интегральных теплофизических характеристик многослойных тел композиционной струк-
туры. Результаты расчёта теплового состояния многослойной среды сравниваются с результатами расчё-
та однородного тела с приведёнными теплофизическими характеристиками. Это  позволяет оценить при-
годность  аналитических зависимостей для описания интегральных теплофизических характеристик мно-
гослойной композиционной среды.  

 
Температура, пространственные координаты, теплопроводность анизотропного тела, источ-

ники тепла, теплообмен. 
 

Введение 
В технике широко используется но-

вый класс материалов, особенностью ко-
торых является последовательное чередо-
вание слоёв, имеющих различные меха-
нические и теплофизические характери-
стики. Обычно толщина слоя сравнитель-
но мала (от нескольких до сотен микрон), 
а число их велико (до нескольких сотен и 
тысяч). Однако с ростом числа слоёв объ-
ём вводимой информации в расчётные 
программы становится большим, рутин-
ная работа при этом трудоёмка, крайне 
неудобна и занимает много времени. Ме-
ханические и теплофизические свойства 
самой конструкции при большом числе 
чередующихся слоёв с различными свой-
ствами имеют некоторые интегральные 
характеристики, зависящие как от объём-
ного содержания отдельных составляю-
щих материалов, так и условий связей на 
границе их раздела.  

Для аналитической оценки теплофи-
зических характеристик слоистых компо-
зиционных материалов обычно использу-
ют следующие соотношения: 

 
λэфф =v1λ1+v2 λ2,  (а) 
λэфф=λ2/(v1λ2/λ1+v2),  (б) 
cε 

эфф = v1cε 1+v2 cε 2,  (в)          (1) 
cε
эфф =1/(v1/cε1+v2/cε2), (г) 

ρэфф = v1 ρ1 + v2 ρ2 . 

 
Здесь vi (i=1,2) − объёмное содержа-

ние i-й составляющей композиционного 
материала, λi, cε i – коэффициент тепло-
проводности и теплоёмкость материала   
i-го слоя, λэфф, cε

эфф – эффективные теп-
лофизические характеристики компози-
ционного материала. Соотношения (1 а) и 
(1 в) соответствуют модели последова-
тельного соединения двух тел с различ-
ными теплофизическими характеристика-
ми. Формула «смеси» (1 а) для коэффици-
ента теплопроводности λэфф обычно ис-
пользуется для однонаправлено-
армированных структур в направлении 
армирования [1, 2]. В этих работах пред-
ложены несколько отличающиеся от ра-
венства (1 б) и друг от друга соотношения 
(например, [2]): 

 
λэфф=λ2{1+2v1(λ1−λ2)/[(1+v1)λ2+ v2λ1)]}.(2) 

 
Более сложные соотношения, чем 

приведённые формулы (1 в), (1 г), пред-
ложены для аналитической оценки тепло-
ёмкости составных материалов. Эффек-
тивные параметры теплоёмкости состав-
ного материала cε

эфф зависят не только от 
теплоёмкостей cε i  составляющих компо-
зицию материалов, но и от коэффициен-
тов линейного расширения αi и модулей 
их упругости Еi. Эти результаты связаны с 
анализом выражений энергии для сред 
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связанной термоупругости и являются 
решением следующей системы уравнений 
[2]: 

 
(cp–cv)/3T0=v1λ1α1

2+v2λ2α2
2−(α11− 

−v1α1−v2α2)2/(1/E11−v1/E1−v2/E2),           (3) 
 
(cp– cv) = T0 Cijkl αij αkl .    

 
Здесь Cijkl − тензор упругих модулей 

анизотропного тела, αij − тензор коэффи-
циентов линейного расширения, T0 − не-
которая заданная начальная температура, 
cv / ρ − удельная теплоёмкость при посто-
янной деформации, cp/ρ – удельная тепло-
ёмкость при постоянном давлении, E11, 
α11

 − модуль упругости и коэффициент 
линейного расширения композиционного 
материала вдоль направления армирова-
ния. 

Проведённый анализ показывает, 
что большинство исследователей исполь-
зуют отдельные приближённые оценки. В 
связи с этим задача оценки теплофизиче-
ских характеристик слоистых материалов 
является актуальной.         

Разработана методика расчётной 
оценки теплофизических характеристик 
мелкослоистой среды, включающая в се-
бя: 

1) получение точного решения не-
стационарной задачи теплопроводности 
для многослойной среды,  

2) решение задачи теплопроводно-
сти для однородной среды с заданными 
эффективными теплофизическими харак-
теристиками, 

3) сравнение результатов расчёта, 
выполненных на основе указанных под-
ходов. 

При совпадении результатов реше-
ния по пунктам 1 и 2 эффективные тепло-
физические характеристики могут быть 
рекомендованы для практического приме-
нения.  

  
 
 
 

1. Теплопроводность  
мелкослоистой среды 

Коэффициенты теплопроводности λk 

и теплоёмкости cε
k слоёв (k =1,2,…,М), 

коэффициенты теплообмена как на по-
верхностях раздела слоёв αk, так и на 
наружных поверхностях исследуемой об-
ласти α1

0
  αM

L являются параметрами, ко-
торые определяют характер распростра-
нения тепла в многослойной среде. Число 
исходных параметров может быть умень-
шено, если рассматривается первая крае-
вая задача теплопроводности в много-
слойном (М-слойном) стержне и прини-
маются условия идеального теплообмена 
на поверхностях раздела слоёв.  

При отсутствии внутренних источ-
ников тепла и в случае, когда теплофизи-
ческие характеристики слоёв являются 
постоянными и могут только скачкооб-
разно меняться при переходе от слоя к 
слою, необходимо решить уравнения 

 
ρkcε

k∂Tk/∂t=λk∂2Tk/∂х2, 
 (k=1,2,…,М),             (4) 

 
в которые входят только два параметра: 
коэффициент теплопроводности λk и теп-
лоёмкость ρkcε

k материала. Уравнения не-
стационарной теплопроводности для мно-
гослойной среды (4) решаются при сле-
дующих начальных и граничных услови-
ях: 
 
Tk=T0     при      t=0;          (5 а) 
λk ∂ Tk/∂х=λk+1∂ Tk/∂х, 
Tk=Tk+1   при  x=Lk=l0

k+1;        (5 б) 

T1(t)=T0   при х=х0
1=0;         (5 в) 

           А t     для  0 ≤ t ≤ t0, 
           А t0    для   t0 ≤ t ≤ t1, 
TМ(t)=А(t2−t) для  t1≤t≤t2=t0+t1  
                       при х=LМ,        (5 г) 
            0    для  t2 =t0+t1≤ t≤tкон . 

 
Условия (5 б) соответствуют усло-

вию идеального теплообмена на контакт-
ной поверхности х=Lk= l0

k+1 соседних сло-
ёв.  
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Решение уравнений (4) при условиях 
(5) выполнено численным методом [4] в 
безразмерной системе координат и отно-
сительно безразмерной температуры:  
 
ξ=х/LМ,  τ=t /t0,  θk=(Тk−Т0)/Аt0.          (6) 

 
Полученное точное решение для 

многослойной среды ниже будет назы-
ваться экспериментальным результатом 
(результат численного эксперимента).  

На рис.1 приведены построенные по 
результатам расчётов зависимости отно-
сительной температуры θk от простран-
ственной координаты ξ для различных 
моментов времени τ (через 2500 шагов по 
времени; 5000 шагам по времени соответ-
ствует реальное время t0) и при различном 
числе слоёв (М= 4, 8, 16, 32, 64) для 
стержней одной длины (LМ = 150 мм) из 
углепластика.  Использованные в расчётах 
свойства материалов отдельных слоёв 
приведены в табл. 1.   

Из полученных результатов следует, 
что увеличение числа слоёв за счёт 
уменьшения толщины слоя приводит к 
тому, что зависимости относительной 

температуры θ от времени τ, простран-
ственной координаты ξ становятся более 
гладкими. Это особенно хорошо видно 
при существенном отличии теплофизиче-
ских характеристик материалов отдель-
ных слоёв: углеродного волокна и эпок-
сидной смолы.  

Следует отметить, что при малом 
числе слоёв стержень прогревается на 
большую глубину. Влияние слоёв с мень-
шей теплопроводностью растёт с увели-
чением числа слоёв. Однако это влияние 
постепенно убывает (результаты для 4-
слойного и 64-слойного и 32-слойного и 
64-слойного стержня). Отмеченные осо-
бенности температурного состояния мно-
гослойного стержня имеют место на всех 
временных этапах.  

В заключение следует отметить, что 
приведены результаты расчётов для мно-
гослойных сред, чередующиеся слои ко-
торых выполнены из двух различных ма-
териалов. Отмеченными свойствами будут 
обладать и составные тела, состоящие из 
большего числа чередующихся разнород-
ных материалов.   

 
Таблица 1 

Материал Объёмное 
содержание 

Плотность Теплоёмкость Теплопроводность 

Углеродное волокно 0,66 1,45 г/см3 670 Дж/кгК 125,6 вт/мК 
Эпоксидная  смола   0,34 1,2  г/см3 837 Дж/кгК 8,8  вт/мК 
Углепластик  _ 1,3625 726,8  (1 в) 22,78  (1 б) 
Углепластик  _ 1,3625 726,8  (1 в) 85,89  (1 а) 

 
2. Теплопроводность  
однородной среды 

Для однородной среды с эффектив-
ными характеристиками уравнение неста-
ционарной теплопроводности имеет вид 
 
(ρcε)эфф ∂T/∂t = λэфф ∂2T/∂х2.           (7) 

 
Для получения адекватного решения 

уравнение теплопроводности (7) должно 
быть решено при тех же начальных и гра-
ничных условиях, что и уравнения (4) для 
многослойной среды:  

 

T(х, 0) = T0   при  t = 0; 
T(0, t ) = T0   при  х = 0;            (8) 
T(L,t) = TМ(t) при х = LМ.  
 

Условие TМ(t) задано соотношения-
ми (5 г). Эффективные значения теплофи-
зических характеристик, вычисленные по 
рекомендуемым в литературе соотноше-
ниям (1 а), (1 б) и (1 в), приведены в 
табл.1. Выбор исследуемых конструкци-
онных материалов связан с тем, что теп-
лофизические характеристики компонен-
тов композиционного материала заметно 
отличаются (углепластик). 
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а      б 

 
Рис. 1. Распределение температуры в многослойных стержнях из углепластика (а) и углеалюминия (б):   

4-слойный (линия 1), 8-слойный (линия 2), 16-слойный (линия 3),  
32-слойная (линия 4), 64-слойный (линия 5) 

 
3. Сравнение  

результатов решения 
Проведено сравнение результатов 

решения задачи теплопроводности в од-
нородной и в многослойной среде. Ре-
зультаты расчётов показывают, что для 
композиций, теплофизические свойства 
составляющих которых мало отличаются 
(например, углеалюминий), вполне при-
годны рекомендуемые соотношения (1 б), 
(1 в). При заметном отличии теплофизи-
ческих свойств они нуждаются в поправ-
ках. При решении даже первой краевой 
задачи сравнение решений для однород-
ной и многослойной среды даёт одно 
уравнение, а неизвестных параметров два: 

λэфф и (ρcε)эфф. Одно соотношение относи-
тельно этих двух параметров приводит к 
функциональной зависимости между ни-
ми. В работе методами планирования экс-
перимента [5] получено множество значе-
ний λэфф и (ρcε)эфф, при которых решения 
для однородной и многослойной среды 
интегрально отличаются на величины, ко-
торые меньше заданной требуемой точно-
сти. На рис. 2 приведён характер сходи-
мости результатов расчёта эффективных 
теплофизических характеристик по разра-
ботанному алгоритму к эксперименталь-
ным кривым распределения температуры 
в различные моменты времени. 

 

  
а       б 

 
Рис. 2. Распределение температуры (а) и отличия от экспериментальной (б)  

в многослойном углепластиковом стержне при приближении к кривой  
с заданными эффективными характеристиками (1 линия) экспериментальных кривых (другие линии)  

в моменты времени τ = 2500 (нижняя группа линий), τ  = 5000 (верхняя группа линий) 
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Выводы 
Разработана методика определения 

эффективных теплофизических характе-
ристик однородной анизотропной среды 
по результатам решения нестационарной 
задачи теплопроводности для многослой-
ного тела. Разработанный метод, эффек-
тивность которого продемонстрирована 
при определении двух параметров λэфф и 
(ρcε)эфф, может быть использован при 
большем числе неизвестных параметров 
однородной среды.   
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The developed methods make it possible to estimate the accuracy of certain proposals for analytical cal-

culations of integral thermophysical characteristics of multilayered composites. For that purpose, the results of 
precise calculations of a multilayered structure’s thermal state are compared with the results of calculating a ho-
mogeneous body with indicated thermophysical characteristics. This comparison makes it possible to assess the 
applicability of analytical dependences for describing integral thermophysical characteristics of multilayered 
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