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Приведена модель расчёта пульсаций давления в зависимости от времени, в предположении, 
что горение топлива проходит по изохорическому циклу, а истечение газа через резонансную 
трубу – по изотермическому процессу. Описаны условия применения математической модели и 
её особенности. Показана динамика изменения давления в процессе работы камеры 
пульсирующего горения с различными геометрическими параметрами. Разработана программа, 
реализующая полученную зависимость, для расчёта и сравнения полученных теоретических 
данных с исследованиями других авторов. 
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Анализ современного состояния науки и техники в области применения камер 

пульсирующего горения (КПГ) показывает, что существующие теоретические положе-
ния и математические модели слабо отражают реальную картину их внутрикамерных 
процессов. 

КПГ работает по термодинамическому циклу, объём constV  . Особенностью её 
функционирования является цикличное горение топлива. Конструктивно она состоит 
из камеры сгорания (КС) с впускными клапанами воздуха и горючего, а также резо-
нансной трубы (РТ). В процессе горения топлива в КС создаётся повышенное давление, 
которое закрывает клапаны подачи. При этом продукты сгорания перетекают в резо-
нансную трубу. Двигаясь по инерции в проточной части РТ, газ создает перепад давле-
ния между камерой и внешней средой, что приводит к открытию впускных клапанов и 
поступлению новой порции горючего с воздухом, которые воспламеняются. Цикл по-
вторяется и горение продолжается в автомодельном режиме. 
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Цель работы состоит в разработке математической модели, описывающей дина-
мику протекающих внутрикамерных процессов в КПГ. 

Расчётная схема камеры пульсирующего горения приведена на рис. 1 и состоит из 
двух элементов: КС и РТ. В данной модели КПГ рассматривается как контрольный 
объём, который определяется втеканием в него горючей смеси прG , кг/с и истечением 

продуктов сгорания ртG , кг/с через резонансную трубу. 

Введём допущения, которые позволяют решить задачу аналитически: 
1. Считаем что газ, протекающий через КС и РТ, идеальный. 
2. Газовая постоянная constR   и слабо зависит от плотности и температуры, но 

является различной величиной в зависимости от природы газа [1]. 
3. Горение топлива происходит мгновенно за пределами КС, догорание в проточ-

ной части КПГ отсутствует и в камеру втекает однородный газ. 
4. Внешняя механическая работа не совершается. 
5. Трением газа о стенки КПГ можно пренебречь. 
6. Рассматривается изотермический цикл течения газа из КС через РТ. Согласно 

[1] процесс при constT   позволяет разработать линейную математическую модель.    
В других случаях, например при адиабатном процессе течения газа, модель становится 
нелинейной и имеет сложное решение. 

7. Применяется одномерная модель неустойчивого движения, которая является 
наиболее полно изученной среди газодинамических моделей. 

Для исследования зависимости параметров в КПГ необходимо составить диффе-
ренциальные уравнения, которые описывают движение газового потока в КС и РТ. 
 

 
 

Рис. 1. Расчётная схема камеры пульсирующего горения 
 
 

Рассмотрим движение газа в контрольном объёме: камера сгорания – резонансная 
труба (рис. 1). Считаем, что КС закрыта с одной стороны. Если геометрические пара-
метры КПГ описывать при помощи площади сечения ,F м2 и объёма V , м3, то матема-
тические выражения, которые в совокупности описывают динамическое состояние ка-
меры пульсирующего горения, можно записать в следующем виде: 

 
1. Уравнение состояния газа: 

 
pV mRT ,             (1) 

 
где p  – давление в камере сгорания, Па; V  – объём КС, м3; m  – масса газа, кг; R  – га-

зовая постоянная,  Дж кг К ; T  – температура газа в КС, К. 
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2. Уравнение массового баланса: 
 

кс
пр рт

dm
G G

dt
  ,                                                       (2) 

 

где ксdm

dt
 – изменение массы в контрольном объёме относительно времени; прG  – при-

ход продуктов сгорания в КС, кг/с; ртG  – расход газа через резонансную трубу, кг/с. 

3. Формула скорости горения топлива [2]: 
 

0

E

R T
ксw Ae



 ,                                                           (3) 

 
где E  – энергия активации (для бензина 10...30E  , кДж/моль) [3]; 0R  – универсальная 

газовая постоянная, 0 8,314R  , Дж/(моль·К); A  – предэкспоненциальный множитель, 

10A  , м/с; T  – температура горения в КС, К. 
Продифференцируем уравнение состояния (1) по времени с учётом constV    и 

constR  : 
 

dp dm m dT
V RT

dt dt T dt
    
 

.                                                (4) 

 

Согласно допущению constT  , следовательно 0
dT

dt
 , и выражение (4) примет 

следующий вид: 
 

кс ксdp dm
V RT

dt dt
 .                                                      (5) 

 
В приведённом выражении динамика газового потока описывается уравнением баланса 
массы (2), которую подставим в (5) и после преобразования получим: 

 

кс
пр рт

dpV
G G

RT dt
   .                                                    (6) 

 
Продифференцируем уравнение (6) по времени с учётом constV  , constR   и 

constT  : 
 

2

2

пр рткс
dG dGd pV

RT dt dt dt
   .                                                (7) 

 
Рассмотрим величины, входящие в правую часть выражения (7), отдельно. Пер-

вый член прdG

dt
 правой части уравнения описывает изменение расхода газа по времени 

в КС. В условиях устойчивого автоколебательного режима работы параметры продук-
тов сгорания в камере зависят, в первую очередь, от подачи горючего и окислителя.  
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В схеме, предложенной на рис. 1, бензин и воздух поступают периодически в виде од-
нородной сгоревшей газовой смеси. 

Согласно [4] и с учётом постановки задачи (периодическое горение топлива), вос-
пользуемся синусоидальным законом изменения прихода газа: 

 

 0sinпр ксG G t   , 
 

где   – угловая частота колебаний, 1с ; ксG  – расход компонентов топлива, кг/с; t  – 

время, с; 0  – начальная фаза, рад. 

Угловая частота колебаний определяется по формуле 
 

02 f  , 
 

где 0f  – частота колебаний, 1с  (в КПГ 0f  находится в диапазоне 30 … 400 Гц). 

Учитывая время запаздывания между давлением в КС и расходом топлива прG , 

при низкочастотных колебаниях согласно [5] 0 2

  , получим:  

 

sin
2пр ксG G t
   

 
. 

 
Таким образом, приход компонентов в КС изменяется согласно косинусоидаль-

ному закону [6]: 
 

 cosпр ксG G t .                                                     (8) 
 
Расход газа ксG  в КС определим из выражения [7] 
 

кс

кс кс

V
G p

RT
 , 

 

где ксV  – объёмный расход газа, 3м с , равный 
 

кс кс ксV F w , 
 

где ксF  – площадь проходного сечения КС, м2; ксw  – скорость газа в КС, м/с. 

Так как температуру газа считаем величиной постоянной, то скорость газа в КС 
выразим формулой (3) согласно [7].  

Далее дифференцируем по времени уравнение (8), принимая, что constксF    и 

constксw  : 

 

     cos cos sinпр кс кс кс кс кс кс кс
кс кс

dG F w F w dp F wd
p t t p t

dt RT dt RT dt RT
         .        (9) 

 
Уравнение (9) описывает динамический процесс в КС. 
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Второй член ртdG

dt
 правой части формулы (7) описывает изменение расхода газа 

по времени через РТ. При этом резонансная труба своими геометрическими размерами 
определяет частоту и интенсивность колебаний газа. 

Согласно [1] для идеального газа, движущегося с изменяющейся во времени  t с  

скоростью ртw  (м/с), можно пренебречь изменением его плотности   (кг/м3) по длине 

ртl  (м) участка резонансной трубы с поперечным сечением площадью ртF  (м2). Необ-

ходимо отметить, что учёт изменения плотности по длине РТ приведёт к более сложной 
зависимости изменения расхода газа. 

В соответствии со вторым законом Ньютона [1] имеем: 
 

рт
рт рт рт

dw
F p F l

dt
  , 

 
где p  – разность давлений в начале и конце РТ, Па. 

Учитывая, что рт рт ртG F w  , последнее уравнение примет вид: 

 

рт рт

рт

l dG
p

F dt
   .                                                      (10) 

 
Согласно рис. 1 изменение давления в резонансной трубе равно 
 

кс выхp p p   ,                                                     (11) 

 
где выхp  – давление на выходе из РТ, Па. 

Подставив (11) в выражение (10), получим: 
 

 рт рт
кс вых

рт

dG F
p p

dt l
  .                                               (12) 

 
Формула (12) описывает динамический процесс течения газа в РТ КПГ. 

Уравнения (12) и (9) подставим в выражение (7), предполагая, что вых атмp p  

( 98066атмp  Па атмосферное давление): 

 

     
2

2
cos sin рткс кс кс кс кс кс

кс кс атм
рт

Fd p F w dp F wV
t p t p p

RT dt R T dt RT l
      


. 

 
Преобразовав последнее выражение и вводя обозначение ксp p , получим 

 

   
2

2
cos sinрт рт

кс кс кс кс атм
рт рт

F Fd p dp
V F w t p RT F w t RTp

dt dt l l

 
    

  
   .         (13) 
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Уравнение (13) описывает изменение давления в КПГ в зависимости от времени. 
Программа, реализующая приведённый алгоритм, разработана в соответствии с мето-
дикой, изложенной в [8]. С этой целью введены новые обозначения в уравнение (13): 

 

p x , x

dp
v

dt
 , 

2

2 x

d p
a

dt
 , V m , рт

рт

F
RT k

l
 ,  

1кс ксF w k  , кс ксF w r , рт
атм

рт

F
RTp F

l
 . 

 
Параметры m , k , 1k , r  и F  являются постоянными значениями для конкретной кон-
струкции КПГ и вида топлива. Таким образом, получим следующее дифференциальное 
уравнение: 
 

   cos 1sinx xm a F r t v k k t x       ,            (14) 
tF F ; 

    1 cos 1sint t t t
x xa F r t v k k t x m        ;  

1 1t t t
x x xv v a t    ; 

1 1t t t
x xx x v t    . 

 
Согласно [7] расчётное звуковое давление p  в газовой среде налагается на суще-

ствующее атмосферное давление атмp  и данный факт необходимо учитывать в вычис-

лительной программе.  
Программа, реализующая вышеприведённое математическое выражение (14), 

написана в виде макроса на языке VBA (Бейсик) для Excel и приведена на рис. 2. Ис-
ходные данные для проверочного расчёта следующие: 800T  К; 292R   Дж/(моль·К); 

0,09ксl   м; 0,064ксD   м; 11507с  ; 0,9ртl   м; 0,02ртD   м; 2,7ксw   м/с.  

 
 

 
Рис. 2. Листинг программы для зависимости  p f t  
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Коэффициенты уравнения (14) имеют значения: 0,00021m  ;  0,00257r  ; 

157k  ;  1 3,8k  ;  615,7 10F   . В качестве горючего рассматриваем бензин АИ-95, па-
раметры которого приведены в исследовании [3]. 

На рис. 2 приведён пример расчёта с помощью описанной программы, зависимо-
сти давления от времени   p f t  и результаты показаны на рис. 3, где атмp  – является 

начальной точкой отсчёта, обозначающая атмосферную линию, значение которой рав-
но 98066 Па. 

 
 

 
 

Рис. 3. Результаты расчёта изменения давления в КПГ от времени t 
 
 
 

Анализируя результат (рис. 3) можно отметить, что изменение p  в КПГ имеет ав-
токолебательный процесс с разной амплитудой, что связано с погрешностями при вы-
числении и физическими упрощениями газодинамических процессов. Полученное вы-
ражение (13) удовлетворительно описывает максимальную величину давления в КПГ 

  5
max 3,0...3,1 10p   Па и соответствует значению, полученному в [10]. Расчётные зна-

чения давления ниже атмосферного показывают возникающее «разрежение» в КС, что 
согласно [9] создаёт автомодельный колебательный процесс. 

Величина частоты пульсации давления, определяемая по рис. 3 ( 140f   Гц), до-
статочно точно соответствует расчётному значению, полученному по известной фор-
муле, заимствованной из [10]: 

 

4
рт

рт

a
f

l
 ,                                                            (15) 

 
где ртa  – скорость звука в РТ. 

Расчёт по выражению (15) при 530ртa  м/с; 0,9ртl  м даёт величину 147f  Гц. 

Погрешность между величиной, рассчитанной по формуле (15) и определённой по гра-
фику на рис. 3, составляет около 5%. Результаты расчёта по формуле (13) позволяют 
определять другие внутрикамерные параметры КПГ в зависимости от времени. 
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Таким образом, учитывая вышеизложенное, можно сделать следующие выводы: 
1. Течение горячего газа в камере пульсирующего горения моделируется уравне-

нием квазистационарного течения и является функцией перепада давления от времени 
процесса. Модель не принимает во внимание потери, связанные с трением газа и теп-
лопередачей в окружающую среду. Полученное дифференциальное уравнение (13) с 
удовлетворительной точностью описывает установившиеся автоколебательные движе-
ния газа в КПГ. 

2. Выражение (13) даёт возможность проследить внутрикамерную динамику в 
процессе работы камеры пульсирующего горения с различными геометрическими па-
раметрами. 

3. Формула (13) применима для трёхмерного моделирования с помощью про-
граммного комплекса ANSYS Fluent и визуализации внутрикамерных процессов газо-
вого потока в КПГ, так как значения, полученные при расчётах по ней, могут быть ис-
пользованы как граничные условия на входе в геометрическую модель [11] в 
соответствии с рис. 4. 

При этом необходимо отметить, что трёхмерное моделирование в КПГ является 
отдельной задачей и будет рассматриваться в дальнейшем. 

 
 

 
 

Рис. 4.  Пример моделирования скорости газа в ANSYS Fluent  
при граничных условиях на входе  p f t  
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Due to insufficient knowledge of the processes occurring in the chambers of pulsating combustion, as 
well as lack of mathematical dependencies that make it possible to fully describe the parameters of 
such chambers, the authors of this article present a model for calculating pressure fluctuations as a 
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process. The conditions for applying the mathematical model and its features are described. With the 
help of the above dependence, it is possible to trace the dynamics of pressure changes during the 
operation of a pulsating combustion chamber with different geometric parameters. A program is 
presented that implements the obtained dependence for calculating and comparing the obtained 
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