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Эллипсометрия тонких пленок биологических объектов 
в условиях полного внутреннего отражения

В.В. Яцышен 
Волгоградский государственный университет  

400062, Россия, г. Волгоград,  
Университетский пр., 100

Аннотация – Проведен анализ эллипсометрических параметров отраженного света от системы призма - исследуемый 
материал - воздух при падении на нее циркулярно поляризованного света в условиях наступления явления полного 
внутреннего отражения. При наступлении полного внутреннего отражения параметр эллипсометрии Δ демонстрирует 
высокую изменчивость с углом падения в отличие от параметра r0. Показано, что ПВО наступает при значении угла 
падения, не равного критическому углу граничащих сред – для двух разных материалов эти углы отличаются друг от друга. 
В случае пленки явление ПВО наступает при угле, равном критическому углу на границе призма – воздух, и не зависит от 
материала пленки. Полученные результаты показывают высокую эффективность использования эллипсометрического 
метода совместно с циркулярно поляризованным падающим излучением для целей диагностики тонких пленок из 
биологического материала.

Ключевые слова – эллиптически поляризованный свет; параметры эллипсометрии; угловые спектры отражения; 
полное внутреннее отражение; критический угол.

Введение
В задачах спектроскопии материалов до послед-

него времени, как правило, использовался поля-
ризованный свет с линейной поляризацией. При 
этом анализировался отраженный и прошедший 
свет для взаимно перпендикулярных поляриза-
ций – s и p. Различие в отражательных спектрах 
для этих поляризаций давало дополнительную ин-
формацию по сравнению с диагностикой материа-
лов неполяризованным светом. Наиболее полную 
информацию о свойствах различных материалов 
несет спектроскопия с использованием эллип-
тически поляризованного света. При отражении 
света от исследуемого образца характер этой по-
ляризации может меняться определенным обра-
зом, что может служить дополнительным методом 
диагностики материала. Например, в работе [1] 
использовался циркулярно поляризованный свет 
для анализа оптических свойств квантовой точки. 
Авторы работы подчеркивают, что возникающая 
эллиптичность света при воздействии на кванто-
вую точку играет существенную роль. Эллиптиче-
ски поляризованный свет используется не толь-
ко для целей диагностики, но и как уникальный 
способ возбуждения молекулярных систем. Так, 
в работе [2] описана модель неадиабатического 
вращательного возбуждения молекул с использо-
ванием коротких специфических эллиптически 
поляризованных лазерных импульсов. В работе [3] 
показано, что при использовании эллиптически 

поляризованного света путем изменения эллипти-
ческого параметра можно изменять линейное или 
нелинейное поглощение световой волны. Одним 
из самых тонких оптических методов диагности-
ки материалов является метод эллипсометрии. 
В работе  [4] предложен точный эллипсометриче-
ский метод анализа когерентного света с малой 
эллиптичностью. Особую роль занимают способы 
преобразования поляризации света. В  работе  [5] 
сообщается о новом методе преобразования ли-
нейно поляризованного света в эллиптический 
свет с использованием плоскопараллельной пла-
стины. В статье [6] для анализа свойств листа ис-
пользуется свет с круговой поляризацией. В  ра-
боте автора [7] проведен анализ поляризации 
отраженного света от различных материалов при 

Рис. 1. Геометрия отражения: исследуемая структура с показа-
телями преломления n1, n2, n3
Fig. 1. Geometry of reflection: the structure under study with  
refractive indices n1, n2, n3
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Рис. 2. Угловые энергетические спектры отражения RRs и прохождения TTs для пленки водосодержащей биологической ткани – 
для s-поляризации
Fig. 2. Angular energy spectra of reflection RRs and transmission TTs for a film of aqueous biological tissue – for s-polarization

Рис. 3. Угловые энергетические спектры отражения RRp и прохождения TTp для пленки водосодержащей биологической ткани – 
для p-поляризации
Fig. 3. Angular energy spectra of reflection RRp and transmission TTp for a film of aqueous biological tissue – for p-polarization
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падении на него циркулярно поляризованного 
света. При этом была рассмотрена граница только  
двух сред.

Угловые спектры эллипсометрических 
параметров в условиях полного 

внутреннего отражения. 
Результаты расчетов

В настоящей работе проводится анализ эллипсо-
метрических параметров отраженного от тонкой 
пленки света круговой поляризации в условиях на-
ступления полного внутреннего отражения на ее 
границе. Геометрия задачи изображена на рис. 1.

Параметры отражательной эллипсометрии 
определяются следующим образом:

ˆ .
p

s

R

R
r =  (1)

Здесь pR  и sR  – амплитудные коэффициенты от-
ражения для s- и p-поляризаций соответственно. 
Параметр r̂  можно представить в виде

ˆ ,ie ∆r = r0  (2)

где r0  – модуль эллипсометрического параметра; 
∆  – эллипсометрический угол. Часто r0  пред-
ставляют в виде

tg ,r = Ψ0  (3)
где Ψ  – второй эллипсометрический угол. Эл-
липсометрические параметры являются более 
чувствительными, чем обычные энергетические 
коэффициенты отражения и прохождения. В ка-
честве первой среды была выбрана призма с ди-
электрической проницаемостью .e =1 4  Исследуе-
мые материалы – водосодержащая биологическая 
ткань , ,e =2 1 33  а также меланин , .e =2 1 6  Нако-
нец, третья среда – воздух .e =3 1  Длина волны 
падающего излучения , ,l = m0 64  толщина пла-
стинки .d = m2  Показатель преломления каждой 
среды определяется как корень квадратный из 
диэлектрической проницаемости. Из приведен-
ных значений диэлектрических проницаемостей 
видно, что следует ожидать наступления полно-
го внутреннего отражения при критическом угле 
падения. На рис.  2 показан угловой спектр отра-
жения s-поляризованной составляющей отражен-
ного излучения. А на рис.  3 – p-поляризованной 
составляющей. Из этих рисунков видно, что по-
сле наступления полного внутреннего отражения 
энергетические спектры отражения для обеих по-
ляризаций становятся равными единице.

На рис. 4 показаны угловые спектры параметра 
эллипсометрии r0  для двух материалов – биоло-

Рис. 4. Угловой спектр эллипсометрического параметра r0  отраженного света для пленок водосодержащей биологической тка-
ни (1) и меланина (2)
Fig. 4. Angular spectrum of the ellipsometric parameter r0  of reflected light for films of aqueous biological tissue and melanin
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гической ткани и меланина. Следует отметить не-
обычное поведение этого параметра для ткани – 
резкое возрастание при некоторых углах падения, 
особенно выделяется максимум при угле 24,5°. Де-
тальный анализ причины этого явления показал, 
что максимумы обусловлены интерференционны-

ми минимумами амплитудного коэффициента от-
ражения .sR

На рис. 5 показан ход спектральной зависимо-
сти эллипсометрического угла Δ. Необходимо 
подчеркнуть, что для падающего циркулярно по-
ляризованного излучения эллипсометрические 
параметры равны ,r =0 1  ∆ = 90  соответственно. 
Из рис.  2 видно, насколько сильно может иска-
зиться исходно падающее излучение – из круговой 
поляризации в эллиптическую поляризацию отра-
женного света со значительно отличающимися по-
луосями за счет большого значения параметра .r0

Особенно интересна изменчивая картина вто-
рого эллипсометрического параметра – мы видим, 
что даже после наступления явления полного вну-
треннего отражения этот параметр испытывает 
сильную угловую зависимость. Для различных ма-
териалов эта зависимость отличается, в то время 
как первый эллипсометрический параметр ведет 

себя в области ПВО одинаково для различных ма-
териалов. Проведенный анализ показал, что обна-
ружен интересный факт – полное внутреннее отра-
жение наступает раньше, чем, если бы граничили 
только две среды – призма и исследуемый мате-
риал. Фактически ПВО наступает при угле паде-
ния 30 градусов, что соответствует критическому 
углу призма – воздух независимо от материала  
пленки.

Заключение
Проведен анализ эллипсометрических параме-

тров отраженного света от системы «призма – ис-
следуемый материал – воздух» при падении на нее 
циркулярно поляризованного света в условиях 
наступления явления полного внутреннего отра-
жения. Показано, что изначально поляризованное 
по кругу падающее излучение при отражении пре-
вращается в эллиптически поляризованное, при-
чем существуют фиксированные области углов 
падения, где это изменение поляризации наибо-
лее выражено. При наступлении полного внутрен-
него отражения параметр эллипсометрии демон-
стрирует высокую изменчивость с углом падения 
в отличие от параметра .r0  Показано, что ПВО  

Рис. 5. Угловой спектр эллипсометрического параметра Δ отраженного света для пленок водосодержащей биологической  
ткани (1) и меланина (2)
Fig. 5. Angular spectrum of the ellipsometric parameter Δ of reflected light for films of aqueous biological tissue and melanin
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наступает при значении угла падения, не равного 
критическому углу граничащих сред – для двух 
разных материалов эти углы отличаются. В случае 

пленки явление ПВО наступает при угле, равном 
критическому углу на границе призма – воздух и 
не зависит от материала пленки.

Список литературы
1. Lahon S., Jha P.K., Mohan M. Effect of elliptically polarized laser field on linear and non-linear properties of quantum dot // Physica 

E: Low-dimensional Systems and Nanostructures. 2010. Vol. 43, no. 1. P. 211–215. DOI: https://doi.org/10.1016/j.physe.2010.07.010

2. Maan A., Tyagi A., Prasad V. Field-free molecular orientation by delayed elliptically polarized laser pulses // Spectrochimica Acta Part 
A: Molecular and Biomolecular Spectroscopy. 2018. Vol. 188. P. 268–275. DOI: https://doi.org/10.1016/j.saa.2017.07.012

3. Solookinejad G. Polarized dependence of nonlinear susceptibility in a single layer graphene system in infrared region // Physica B: 
Condensed Matter. 2016. Vol. 497. P. 67–70. DOI: https://doi.org/10.1016/j.physb.2016.06.014

4. Bibikova E., Al-wassiti N., Kundikova N. New ellipsometric approach for determining small light ellipticities // Optics and Lasers in 
Engineering. 2019. Vol. 116. P. 1–5. DOI: https://doi.org/10.1016/j.optlaseng.2018.12.004

5. Xu L., Liu J., Wang C. Novel Polarization conversion method of linearly polarized light at specific incident angle based on plane-
parallel plate // Optik. 2019. Vol. 188. P. 187–192. DOI: https://doi.org/10.1016/j.ijleo.2019.05.039

6. Fuertes M.-A., Flores J.-A., Sierro F. J. The use of circularly polarized light for biometry, identification and estimation of mass of 
coccoliths // Marine Micropaleontology. 2014. Vol. 113. P. 44–55. DOI: https://doi.org/10.1016/j.marmicro.2014.08.007

7. Yatsishen V., Amelchenko Y. Ellipsometry of biological objects in the mode of attenuated total reflection (ATR) using a circularly 
polarized laser light // Proc. SPIE. Saratov Fall Meeting 2019: Laser Physics, Photonic Technologies, and Molecular Modeling. 2020. 
Vol. 11458. P. 114580S. DOI: https://doi.org/10.1117/12.2564203

References
1. Lahon S., Jha P.K., Mohan M. Effect of elliptically polarized laser field on linear and non-linear properties of quantum dot. Physica E: 

Low-dimensional Systems and Nanostructures, 2010, vol. 43, no. 1, pp. 211–215. DOI: https://doi.org/10.1016/j.physe.2010.07.010

2. Maan A., Tyagi A., Prasad V. Field-free molecular orientation by delayed elliptically polarized laser pulses. Spectrochimica Acta Part A: 
Molecular and Biomolecular Spectroscopy, 2018, vol. 188, pp. 268–275. DOI: https://doi.org/10.1016/j.saa.2017.07.012

3. Solookinejad G. Polarized dependence of nonlinear susceptibility in a single layer graphene system in infrared region. Physica B: 
Condensed Matter, 2016, vol. 497, pp. 67–70. DOI: https://doi.org/10.1016/j.physb.2016.06.014

4. Bibikova E., Al-wassiti N., Kundikova N. New ellipsometric approach for determining small light ellipticities. Optics and Lasers in 
Engineering, 2019, vol. 116, pp. 1–5. DOI: https://doi.org/10.1016/j.optlaseng.2018.12.004

5. Xu L., Liu J., Wang C. Novel Polarization conversion method of linearly polarized light at specific incident angle based on plane-
parallel plate. Optik, 2019, vol. 188, pp. 187–192. DOI: https://doi.org/10.1016/j.ijleo.2019.05.039

6. Fuertes M.-A., Flores J.-A., Sierro F. J. The use of circularly polarized light for biometry, identification and estimation of mass of 
coccoliths. Marine Micropaleontology, 2014, vol. 113, pp. 44–55. DOI: https://doi.org/10.1016/j.marmicro.2014.08.007

7. Yatsishen V., Amelchenko Y. Ellipsometry of biological objects in the mode of attenuated total reflection (ATR) using a circularly 
polarized laser light. Proc. SPIE. Saratov Fall Meeting 2019: Laser Physics, Photonic Technologies, and Molecular Modeling, 2020, vol. 11458, 
p. 114580S. DOI: https://doi.org/10.1117/12.2564203

Physics of Wave Processes and Radio Systems
2021, vol. 24, no. 4, pp. 7–12

DOI 10.18469/1810-3189.2021.24.4.7-12 Received 28 September 2021
 Accepted 29 October 2021

Ellipsometry of thin films of biological objects 
under conditions of total internal reflection

Valeriy V. Yatsishen 
Volgograd State University  

100, Prospekt Universitesky,  
Volgograd, 400062, Russia

Abstract – An analysis of the ellipsometric parameters of the reflected light from the prism – test material – air system 
is carried out when circularly polarized light is incident on it under the conditions of the onset of the phenomenon of total 
internal reflection. At the onset of total internal reflection, the ellipsometry parameter Δ shows high variability with the angle 
of incidence, in contrast to the parameter r0. It is shown that TIR occurs when the angle of incidence is not equal to the critical 
angle of the adjacent media – for two different materials, these angles differ from each other. In the case of a film, the TIR 
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Сингулярное интегральное уравнение для электрического 
вибратора с учетом конечной проводимости 
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Аннотация – Получено сингулярное интегральное уравнение для электрического вибратора, позволяющее учитывать 
конечную проводимость металла, из которого он изготовлен. Вывод сингулярного интегрального уравнения основан на 
применении функции Грина для свободного пространства, записанной в цилиндрической системе координат с учетом 
отсутствия зависимости поля от азимутальной координаты, от точечного источника, расположенного на поверхности 
электрического вибратора. Предложены методы его решения. В отличие от известных математических моделей 
электрического вибратора, построенных в приближении идеального проводника, применение полученного в данной 
работе сингулярного интегрального уравнения позволяет учесть тепловые потери и рассчитать КПД.

Ключевые слова – электрический вибратор; поле в ближней зоне; некорректная математическая задача; функция Грина; 
сингулярные интегральные уравнения; самосогласованная постановка задачи; тепловые потери; конечная электрическая 
проводимость; КПД.

Введение
Проблема определения электромагнитных по-

лей (ЭМП) непосредственно вблизи радиотехни-
ческих устройств (с точки зрения терминологии 
теории антенн – в ближней зоне антенны) связа-
на с исследованиями в областях электромагнит-
ной совместимости (ЭМС), электромагнитной 
экологии (ЭМЭ), а также в области антенных из-
мерений. Обычно электромагнитное поле излу-
чения электрического вибратора (рис. 1) вычис-
ляется с помощью z-составляющей векторного 
электродинамического потенциала e ,zA  опреде-
ляемой через z-составляющую тока на вибраторе 

( ) ( )z zI z a z= p η2  ( zη  – z-составляющая поверх-
ностной плотности тока на вибраторе, a  – радиус 
вибратора) [1–3]:

( ) ( ) ( )e , , ,

l

z z

l

A z I z G z z dz

−

′ ′ ′r = r −∫  (1)

( ) { }, exp ,G z z ikR
R

′r − = −
p
1

4
 (2)

где ( ) ;R z z′= − + r
2 2  k = w ee mm0 0  – волновое 

число; w  – циклическая частота; e0  – электри-
ческая постоянная, m0  – магнитная постоянная;  

,e  m  – диэлектрическая и магнитная проница-
емости среды, окружающей вибратор, соответ-
ственно; l2  – длина вибратора. Очевидно, что 
( ),G z z′r −  – функция Грина свободного простран-

ства от точечного источника, помещенного в точ-
ку ( ), ,z z′r = =0  т. е. на линию .r = 0  Неизвестное 
распределение тока ( )zI z  по вибратору обычно 
определяется либо из интегрального уравнения 
Поклингтона, либо из интегрального уравнения 
Халлена. Зная функцию ( ) ,zI z  путем обычного 
дифференцирования выражения (1) по координа-
там r  и z  [1–3] несложно получить выражения для 
составляющих электромагнитного поля излуче-
ния вибратора в любой точке пространства. Полу-
ченные таким образом численные значения полей 
E


 и H


 в ближней зоне электрического вибратора 
по крайней мере по двум причинам должны про-
веряться на достоверность. Во-первых, опреде-
ление неизвестного тока ( )zI z  по вибратору из 
интегральных уравнений Поклингтона и Халлена 
(интегральных уравнений Фредгольма первого 
рода) приводит к некорректно поставленной за-
даче [4]. Во-вторых, использование при расчетах 
поля функции Грина (2) приводит к несамосогла-
сованной постановке задачи, т.  к. в этом случае 
отсутствует предельный переход от поля в ближ-

ней зоне к полю (току) на поверхности вибратора. 
В-третьих, в этих уравнениях не учитывается ко-
нечная проводимость плеч вибратора.

В [5–8] развит метод сингулярных интегральных 
уравнений (СИУ), позволяющий задачу расчета 
распределения тока по электрическому вибратору 
свести к интегральному уравнению Фредгольма 
второго рода. Этот подход дает возможность ма-
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тематически корректно подойти к определению 
распределения поверхностной плотности тока 
на вибраторе. Однако полученное в этих работах 
СИУ имеет тот же недостаток – в нем не учтена 
конечная проводимость плеч вибратора.

Данная работа является обобщением работ [5–8] 
в том смысле, что получено СИУ для электриче-
ских вибраторов с конечной проводимостью плеч, 
а следовательно, оно позволяет учитывать тепло-
вые потери.

1. Постановка задачи. Сингулярное 
интегральное представление 

электромагнитного поля
Будем рассматривать не зависящее от угла ϕ  

электромагнитное поле электрического вибрато-
ра [6; 7] длиной l2  и радиуса a, возбуждаемого в 
области разрыва ( ),z l b l b ∈ − + 0 0  генератором 
высокой частоты (на рис. 1 показана геометрия 
вибратора). В предположении отсутствия вари-
ации поля вдоль координаты ϕ  уравнения Мак-
свелла распадаются на две независимые систе-
мы относительно составляющих { }, ,zE E Hr ϕ  и 
{ }, , .zE H Hϕ r  Очевидно, что при рассмотрении 
поля излучения вибраторов относительно малого 
радиуса ( )a < l  необходимо исходить из системы 
уравнений Максвелла, описывающей поведение 
составляющих ,Er  zE  и .Hϕ  В этом случае на по-
верхности вибратора существует только продольная 
составляющая поверхностной плотности тока .zη

Исходным для получения СИП электромагнит-
ного поля вибратора является выражение (1) для 
z-составляющей векторного электродинамическо-
го потенциала для электрического тока e

zA  через 
z-составляющую поверхностной плотности тока 

zη  на вибраторе, но с другой функцией Грина [9]:

( ) ( ) ( ), , ,
ih z z

G z z e g h dh
i

∞
′− −

−∞

′r − = r
p ∫
1

8
 (3)

где

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

ïðè ,
,

ïðè .

J i H ia a
g h

J ia H i a

 − rν − ν r ≤r = 
 − ν − rν r >

2
0 0

2
0 0

( )J x0  – функция Бесселя первого рода нулевого 
порядка; ( ) ( )H x2

0  – функция Ханкеля второго рода 

нулевого порядка, .h kν = −2 2

Выражение (3) есть функция Грина свободного 
пространства, записанная в цилиндрической си-
стеме координат с учетом отсутствия зависимо-
сти поля от координаты ,ϕ  от точечного источ-

ника, расположенного в точке ( ), ,à z z′r = =  т.  е. 
на поверхности электрического вибратора. Здесь 
необходимо отметить, что выбор функции Грина 
( ),G z z′r −  в (1) в виде (3) соответствует физической 

модели трубчатого вибратора, согласно которой 
вибратор представляется в виде двух полых трубок 
конечных размеров [6; 7]. Составляющие электро-
магнитного поля излучения вибратора при этом 
определяются по формулам:

e

e
e

e

,

,

.

z

z
z z

z

A
E

i z

A
E i A

i z

A
H

r

ϕ

∂
=

we e ∂r∂

∂
= − wm m +

we e ∂

∂
= −

∂r

2

0
2

0 2
0

1

1  (4)

Подстановка (1) с функцией Грина (3) в (4) при-
водит к следующим интегральным представлени-
ям для составляющих электромагнитного поля 
вибратора в любой точке пространства через ток 

( )zI z  на его поверхности:

( ) ( ) ( ) ( ), , ,

l

z

l

E z I z G z z dz
ir r

−

′ ′ ′r = r −
wee ∫

1

0

1

( ) ( ) ( ) ( ), , ,

l

z z z

l

E z I z G z z dz
i

−

′ ′ ′r = r −
wee ∫

1

0

1  (5)

( ) ( ) ( ) ( ), , ,

l

z

l

H z I z G z z dzϕ ϕ
−

′ ′ ′r = − r −∫ 1

где

( ) ( ) ( ), ,
ih z z

G e g h dh
i

∞
′− −

r r
−∞

= r
p ∫

1 1
8

Рис. 1. Геометрия электрического вибратора
Fig. 1. Geometry of the electric vibrator
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( ) ( ) ( ), ,
ih z z

z zG e g h dh
i

∞
′− −

−∞

= r
p ∫

1 1
8

 (6)

( ) ( ) ( ), .
ih z z

G e g h dh

∞
′− −

ϕ ϕ
−∞

= r
p ∫

1 1
8

В соотношениях (6) 

( ) ( ) ( ) ( ), ,g h J ia H iϕ r = ν − ν − rν
2

0 1

( ) ( ), , ,g h hg hr ϕr = r

( ) ( ) ( ) ( ),zg h J ia H ir = ν − ν − rν
22

0 0  для ,ar >

и

( ) ( ) ( ) ( ), ,g h J i H iaϕ r = ν − rν − ν
2

0 1

( ) ( ), , ,g h hg hr ϕr = r

( ) ( ) ( ) ( ),zg h J i H iar = ν − rν − ν
22

0 0  для .ar ≤

Можно показать, что при ar =

( )lim , ,
h

g h a
aϕ→∞

=
p
1

( )lim , ,
h

ih
g h a

ar→∞
= −

p

( ) ( )lim , sgn .z
h

h
g h a i h

a→∞
= −

p

Таким образом, несобственные интегралы (6) в 
интегральных представлениях (5) не сходятся, и 
простое усечение в них бесконечных пределов мо-
жет привести к неверным физическим результа-
там. Поэтому непосредственный переход выраже-
ний (5) при ar→  в известные граничные условия 
невозможен.

Выделим особенности в (6) в явном виде. С этой 
целью из подынтегральных функций ,zg  ,gr  gϕ  в 
(6) вычтем их асимптотические выражения и перей-
дем от функции ( )zI z  к ее производной ( )zJ z =

( )zdI z dz=  в соотношениях для Er  и .zE  В ре-
зультате получим следующие СИП:

( )

( ) ( ) ( )

,

, , ,

l

z

l

E z

J z G z z S z z dz
i

r

ϕ
−

r =

 ′ ′ ′ ′= r − + r − wee ∫ 1
0

1

( )

( ) ( ) ( )

,

, , ,

z

l

z z

l

E z

J z G z z S z z dz
i

−

r =

 ′ ′ ′ ′= r − + r − wee ∫ 2
0

1  (7)

( )

( ) ( ) ( )

,

, , ,

l

z

l

H z

I z G z z S z z dz

ϕ

ϕ
−

r =

 ′ ′ ′ ′= − r − + r − ∫ 1

определяющие поле электрического вибратора в 
любой точке пространства через функции ( )zJ z  
и ( ) ,zI z  определенные на его поверхности. Функ-
ции Грина Gϕ  и zG  представляют собой сходящи-
еся интегралы:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

ih z z

ih z z
z z

G z z e g h dh

G z z e g h dh

∞
′− −

ϕ ϕ
−∞
∞

′− −

−∞

′r − = ∆ r
p

′r − = ∆ r
p

∫

∫

1
8

1
8

 (8)

где 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

,
a h

g h

J ia H i e
a

ϕ

− r−

∆ r =

= ν − ν − rν +
p r

2
0 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

sgn .äëÿ

z

a h

g h J ia H i
h

i
h e a

a

− r−

ν
∆ r = − ν − rν −

− r ≥
p r

2 2
0 0

Анализ показывает, что функции ,zg∆  gϕ∆  при 
h →∞  убывают не медленнее, чем ( ).O h−2  Функ-

ции S1  и S2  при ar→  имеют выделенные особен-
ности:

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

, ,

, .

a
S z z

a z z a

z z
S z z

a z z a

 
r − ′r − = −  p r ′− + r−  

 ′− ′r − =  p r ′− + r−  

1 2 2 2

2 2 2 2

1

4

1

4

 (9)

2. Сингулярное интегральное 
уравнение, получаемое 

из интегрального представления 
электромагнитного поля

Одно из достоинств СИП (7) состоит в том, что 
они справедливы для любой точки пространства, 
включая саму излучающую поверхность вибратора 

.ar =  В этом случае zE  из СИП (7) можно записать 
в виде

( )

( ) ( ) ( )
,

z

l l
z

z

l l

E z
i a

J z
J z M z z dz dz

z z
− −

= ×
p wee

 ′ ′ ′ ′ ′× − +
 ′p −
 
∫ ∫

0

1
4

1
 (10)

где

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ih z z
M z z e

∞
′− −

−∞

′− = ×
p

 p ν
× − ν − ν − 
  

∫
2 2

0 0

1
2
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( ) ( ) ( ) ( )sgn .
a

J ia H ia i h dh
h

∞
′− −

−∞

′− = ×
p

 p ν
× − ν − ν − 
  

∫
2 2

0 0

1
2

Если воспользоваться граничным условием для 
идеального проводника на поверхности вибратора 

:ar =

ñò

, , ,

, ,

ïðè

ïðè
z

z

z l l b l b l
E

E z l b l b

    ∈ − − ∪ +   = 
 − ∈ − +  

0 0

0 0

0

где ñò
zE  – z-составляющая стороннего электриче-

ского поля в зазоре вибратора, то СИП (10) перехо-
дит в известное СИУ [5–8]. Однако это уравнение 
не учитывает тепловые потери в плечах вибрато-
ра, потому что они считаются идеально проводя-
щими, т. е. их проводимость равна бесконечности. 
У реальных вибраторов электрическая прово-
димость конечна, поэтому ток, протекающий по 
ним, в общем случае распределен по всему по-
перечному сечению проводника, но основная его 
часть будет сосредоточена в скин-слое. Так как 
на высоких частотах скин-слой весьма тонкий, то 
реальную объемную плотность тока заменяют эк-
вивалентной поверхностной плотностью тока [11]. 
В этом случае на печах вибратора z-составляющая 
напряженности электрического поля уже не будет 
равна нулю, а будет удовлетворять граничным ус-
ловиям Леонтовича – Щукина [11]:

( ) η

    = ∈ − − ∪ +    


 − ∈ − + 

ýêâ

ñò

, , ,

, ,

ïðè

ïðè

S z

z

z

Z z

E z l l b l b l

E z l b l b

0 0

0 0

 (11)

где ( )ýêâ
z zη  – z-составляющая эквивалентной по-

верхностной плотности тока; SZ  – поверхностное 
сопротивление плечей вибратора, равное [11]:

( )
( )

p

p

,
p

S

J k ak
Z

J k a
=
σ

0

1

где

( ) p
p ,k i

wm m σ
= − 01

2

σ  – удельная проводимость плеч вибратора; 
,J0  J1  – функции Бесселя первого рода нулево-

го и первого порядков соответственно; pm  – от-
носительная магнитная проницаемость плеч  
вибратора.

Ток на вибраторе связан с эквивалентной по-
верхностной плотностью тока соотношением

( ) ( )ýêâ ,z zI z a z= p η2

поэтому граничные условия (11) можно перепи-
сать в виде

( )

ñò

, , ,

, .

ïðè

ïðè

S
z

z

z

Z
I z

a

E z l l b l b l

E z l b l b


 p
    = ∈ − − ∪ +   
  − ∈ − + 

0 0

0 0

2

Подставив граничные условия (11) в СИП (10), по-
лучаем СИУ, аналогичное полученному в [5–8], 
но в котором учтена конечная проводимость плеч 
вибратора, а значит, и тепловые потери:

( )

( ) ( ) ( ) .

l
z

l

l

z z

l

J z
dz

z z

i a E z J z M z z dz

−

−

′
′ =

′p −

′ ′ ′= p wee − −

∫

∫0

1

4

 (12)

Как видно, в случае идеального проводника 
СИУ (12) переходит в СИУ, полученное в [5–8].

Для решения СИУ (12) применим к нему форму-
лу обращения интеграла типа Коши неограничен-
ного на концах интервала , .l l − 

( )

( )

z

l b

S
z

l

J z

l z

Z l z
i a I z dz

a z z

−

−

= ×
p −

  
′−   ′ ′× − p wee +   ′p − 

∫
0

2 2

2 2

0

1 1

4
2

( )
l

l b

l z
I z dz

z z
+


′− ′ ′+ −′ − 


∫

0

2 2
 (13)

( )

( ) ( )

ñò

.

l b

z

l b

l l

z

l l

l z
E z dz

z z

l z
J z M z z dz dz

z z

+

−

− −


′− ′ ′− +′ − 


′− ′′ ′ ′′ ′ ′′+ −
′ −


∫

∫ ∫

0

0

2 2

2 2

Решать уравнение (13) можно, например, мето-
дом моментов. Для этого неизвестные функции 

( )zI z  и ( )zJ z  необходимо представить в виде раз-
ложений в ряды по полиномам Чебышева первого 

nU  и второго рода :nT

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

,

,

n
z n

n

n n
z

n

A
I z z l U z l

n

A T z l
J z

z l

∞

−
=

∞

=

= −

=

−

∑

∑

2
1

1

21

1

1

 (14)

где nA  – неизвестные коэффициенты, подлежа-
щие определению.
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Другие методы решения уравнений подобного 
рода подробно описаны в [11].

Заключение

Большинство существующих математических 
моделей электрического вибратора построе-
ны в приближении идеального проводника, по-
этому не позволяют учитывать тепловые потери, 
оказыва ющие существенное влияние на его КПД. 
Для исследуемой антенны необходимо решить 
внутреннюю задачу анализа в строгой электро-
динамической постановке, т.  е. определить по-
верхностную плотность электрического тока на 
металлической поверхности с учетом ее конечной 

проводимости. В настоящее время известен весь-
ма эффективный математический аппарат – аппа-
рат СИУ, который позволяет математически кор-
ректно решать такие задачи. В статье с помощью 
данного аппарата получено СИУ для электриче-
ского вибратора, позволяющее, в отличие от из-
вестных, учитывать конечную проводимость ме-
талла, из которого он изготовлен. 

Описанный в статье метод может быть (без 
особых принципиальных трудностей) применен 
на другие излучающие структуры, например по-
лосковые вибраторные и рамочные антенны, для 
которых были получены СИУ в приближении иде-
ального проводника.
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Аннотация – Для дискретизации времени в дифференциальном уравнении движения осциллятора (генератора) 
томсоновского типа предложено использовать сочетание численного метода конечных разностей и асимптотического 
метода медленно меняющихся амплитуд. Разностные аппроксимации временных производных выбираются таким 
образом, чтобы, во-первых, сохранить в дискретном времени консервативность и собственную частоту линейного контура 
автоколебательной системы. Во-вторых, требуется совпадение разностного укороченного уравнения для комплексной 
амплитуды автоколебаний в дискретном времени с аппроксимацией Эйлера укороченного уравнения для амплитуды 
автоколебаний в аналоговой системе-прототипе. Показано, что реализация такого подхода позволяет сформировать 
дискретные отображения осцилляторов томсоновского типа, в частности осциллятора ван  дер  Поля. Адекватность 
дискретных моделей аналоговым прототипам подтверждена также численным экспериментом.

Ключевые слова – автоколебательная система; уравнение движения; дискретное время; конечные разности; медленно 
меняющиеся амплитуды; укороченные уравнения; дискретные отображения томсоновских автогенераторов.

Введение
Автоколебания – фундаментальный процесс, 

наблюдаемый в природе [1–3]. Среди множества 
разнообразных временных форм можно выделить 
квазигармонические (узкополосные) автоколеба-
ния. Порождающие их динамические системы  – 
автоколебательные системы – в большинстве слу-
чаев содержат резонатор, нелинейный активный 
элемент и положительную обратную связь. Авто-
колебательная система на основе высокодоброт-
ного резонатора и активного элемента с кубиче-
ской нелинейностью – генератор (осциллятор) 
ван  дер  Поля – служит универсальной моделью 
систем различной физической природы [4; 5]. Не-
линейности более общего вида образуют класс так 
называемых систем томсоновского типа [6]. С уче-
том того, что современная теория колебаний рас-
сматривает эволюцию динамических систем как 
в непрерывном (НВ), так и в дискретном времени 
(ДВ), представляет интерес временная дискрети-
зация в дифференциальной модели осциллятора, 
результатом которой является разностное уравне-
ние движения.

Переход к дискретному времени в дифференци-
альных моделях линейных аналоговых фильтров 
широко применяется в практике проектирования 
цифровых фильтров [7]. Помимо решения при-
кладных задач, такой подход позволяет ввести 

в рассмотрение колебательные ДВ-системы как 
объекты исследования теории колебаний. При-
меняемая процедура дискретизации времени на-
кладывает свой отпечаток на характеристики по-
рождаемой ДВ-системы. Поэтому один и тот же 
аналоговый прототип отображается во множество 
объектов динамики в дискретном времени. Это 
утверждение, справедливое для линейных систем, 
тем более относится к автоколебательным системам. 

Один из способов временной дискретизации 
использует введение нелинейных дельта-воздей-
ствий в гамильтониан или уравнение движения 
НВ-системы. Например, в монографии [8] этим 
способом построено универсальное и стандартное 
отображения. В статье [9] анализ дельта-импульс-
ной синхронизация применяется для вывода дис-
кретных отображений неавтономного осцилля-
тора ван дер Поля – Дюффинга. В работе [10] для 
проектирования ДВ-осциллятора ван  дер  Поля 
было предложено использовать условие инвари-
антности импульсной характеристики линейно-
го резонатора автоколебательной системы от-
носительно дискретизации времени. Принцип 
импульсной инвариантности можно сформу-
лировать также как замену ядра интегрального 
уравнения движения нелинейного осциллятора 
дискретизирующей последовательностью дельта-
функций с весовыми коэффициентами из отсчетов 
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импульсной характеристики линейного аналого-
вого контура.

Более традиционные способы основаны на конеч-
но-разностных аппроксимациях временных произ-
водных в дифференциальных моделях динамиче-
ских систем. Например, в статье [11] и монографии 
[12] дискретизация проведена методом Эйлера. От-
мечено, что полученные таким образом дискретные 
отображения не только наследуют основные черты 
аналоговых прототипов, но и приобретают новые 
свойства. Возможности метода конечных разностей 
для проектирования ДВ-осцилляторов томсонов-
ского типа проанализированы в работе [13].

В настоящей статье дискретизацию времени в 
дифференциальной модели генератора томсонов-
ского типа предлагается провести на основе со-
вместного использования методов конечных раз-
ностей и медленно меняющихся амплитуд.

1. Осциллятор в непрерывном времени
Осциллятор томсоновского типа – базовая мо-

дель теории нелинейных колебаний – задается 
уравнением движения вида

( )( ) .
d x dx

x pS x
Q dtdt

w
+w = −

2
2 0
02

1  (1)

Здесь w0  и Q  – собственная частота и доброт-
ность линейного резонатора; ( )S x  – дифференци-
альная крутизна вольт-амперной характеристики 
активного элемента; p  – параметр превышения 
порога генерации (порог: ).p = 1  Предполагая в 
дальнейшем дискретизацию времени с интерва-
лом ,∆  введем в уравнение (1) безразмерную вре-
менную переменную / :tτ = ∆

( )( ) .
d x dx

x pS x
dd

+ p Ω = pν −
ττ

2
2 2

02
4 2 1  (2)

Здесь / dΩ = w w0 0  – собственная частота, из-
меряемая в единицах частоты дискретизации 

/ ;dw = p ∆2  /Qν = Ω0  – полоса резонатора.
Считая, что ,ν << 1  анализ уравнения (2) прове-

дем в приближении метода медленно меняющихся 
амплитуд (метода ММА), широко используемого 
при решении прикладных задач теории нелиней-
ных колебаний [14]. В рамках метода осцилляции 

( )x t  представляются в виде

( ) ( )exp( ) ( )exp( )x A j A j∗τ = τ pΩ τ + τ − pΩ τ0 0
1 12 2
2 2

 (3)

с комплексной амплитудой ( )A τ  – медленной по 
сравнению с exp( )j pΩ τ02  функцией времени. Мед-
ленность комплексной амплитуды позволяет пре-
небречь второй производной ( )A′′ τ  в левой части 

уравнения (2) и первой производной ( )A′ τ  в его 
правой части. 

Дифференциальную крутизну ( )S x  с осциллиру-
ющим аргументом (3) представим ограниченным 
рядом Фурье, содержащим постоянную составля-
ющую и две первые гармоники:

= + pΩ τ +

+ pΩ τ

( ) ( ) ( )exp( )

( )exp( ),

S x S a S a j

S a j

0 1 0

2 0

1 2
2

1 4
2

где | |a A=  – амплитуда осцилляций. После выде-
ления первой гармоники осцилляций (3) из правой 
части уравнения (2) и приравнивания амплитуд-
ных коэффициентов при exp( )j pΩ τ02  в его правой 
и левой частях получим так называемое укорочен-
ное уравнение вида

( ) ( ) .
dA

p S a S a A
d

  
= −pν − −  τ   

0 2
11
2

 (4)

На дискретной временной сетке n nτ = ∆τ  с шагом 
∆τ = 1  явный метод Эйлера дает разностную фор-
му укороченного уравнения (4):

( ) ( ) .n n n n nA A p S a S a A− − − −
  

= − pν − −  
  

1 0 1 2 1 1
11
2

 (5)

Здесь ( )n nA A= τ  – функция дискретного времени.

2. Осциллятор в дискретном времени
При переходе к дискретному времени в уравне-

нии (2) будем стремиться выполнить два условия. 
Во-первых, разностный оператор второго поряд-
ка, соответствующий левой части уравнения (2), 
должен быть консервативным и порождать соб-
ственные колебания с частотой .Ω0  Это условие 
приводит к уравнению собственных колебаний в 
дискретном времени

,n n nx k x k x− −− + =1 1 2 22 0  (6)
в котором действительные коэффициенты раз-
ностной аппроксимации k1  и k2  таковы, что

( )exp .n
nx A j n A Z= pΩ =0 0 0 02
Записав для однородного разностного уравне-

ния (6) характеристическое уравнение

,Z k Z k− + =2
0 1 0 22 0

нетрудно получить Z k= =
2

0 21  и ( )Re Z =0  
( )cos .k= pΩ =0 12

Теперь полное уравнение движения ДВ-осцил-
лятора представим в виде

( )
( )( )
cos

( ) .

n n n

n n n

x x x

pS x k x x

− −

− − −

− pΩ + =

= pν − −

0 1 2

1 3 1 2

2 2

2 1
 (7)
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При этом для определения коэффициента k3  раз-
ностной аппроксимации производной в правой 
части (2) потребуем, чтобы укороченное уравнение 
для комплексной амплитуды автоколебаний в ДВ-
генераторе (7) совпадало с эйлеровым приближе-
нием (5) укороченного уравнения (4) для комплекс-
ной амплитуды автоколебаний в НВ-генераторе (2).

Метод ММА на автоколебания в дискретном 
времени распространен в статье [15]. Следуя этой 
работе, автоколебания в (7) запишем в виде

.n n
n n nx A Z A Z∗ −= +0 0

1 1
2 2

Теперь медленность комплексной амплитуды 

nA  позволяет проводить преобразования левой 
части уравнения (7) с учетом приближенного ра-
венства n nA A −− =1 ,n nA A− −−1 2  а в его правой ча-
сти считать комплексную амплитуду постоянной. 
Все остальные шаги ДВ-метода ММА совпадают 
с аналогичными шагами НВ-метода. В результате 
приходим к следующему укороченному уравне-
нию для ДВ-осциллятора (7):

( )
( )Im

( ) ( ) .

n n

n n n

k Z
A A

j Z

p S a S a A

−

−

− − −

−
= − pν ×

  
× − −  

  

1
3 0

1
0

0 1 2 1 1
11
2

 (8)

Нетрудно увидеть, что уравнение (8) совпада-
ет с уравнением (5), если положить ( )Rek Z= =3 0

( )cos .= pΩ02  Таким образом, искомое дискретное 
отображение (разностное уравнение движения), 
определяющее ДВ-осциллятор ван дер Поля, име-
ет вид

( )
( ) ( )( )
cos

( ) cos .

n n n

n n n

x x x

pS x x x

− −

− − −

− pΩ + =

= pν − pΩ −

0 1 2

1 0 1 2

2 2

2 1 2
 (9)

При умеренных превышениях порога генерации 
( ),p ≤ 10  когда автоколебания еще можно считать 
квазигармоническими, отображение (9) воспроиз-
водит в дискретном времени основные характери-
стики НВ-осциллятора (1). Этот вывод непосред-
ственно следует из способа его формирования. 
Тем не менее приведем также ряд результатов 
цифрового анализа временных рядов, генериру-
емых по алгоритму (9). 

3. Численный эксперимент 
с томсоновским ДВ-осциллятором

В качестве примера рассмотрим автоколебания 
в ДВ-осцилляторе (9) с нелинейностью дифферен-
циальной крутизны вида

( ) th .S x x
 

= −  
 

2 31
2

График функции (10) приведен на рис. 1. Для срав-
нения пунктирной линией показаны графики ква-
дратичной нелинейности дифференциальной кру-
тизны

( ) ,S x x= − 21
соответствующей осциллятору ван  дер  Поля, и 
ограниченной квадратичной нелинейности.

Энергетические характеристики НВ- и ДВ-
осцилляторов можно сопоставить путем срав-
нения зависимостей амплитуд cA  и dA  первой 
гармоники установившихся автоколебаний от 
величины параметра превышения порога генера-
ции. Соотношение этих зависимостей иллюстри-
руют графики, приведенные на рис. 2. 

Для дискретного осциллятора (9) с параметрами 
, ,Ω =0 0 18  ,Q = 20  −ν = ⋅ 39 10  график зависимости 

( )dA p  получен путем оценки амплитуды автоколе-
баний по формуле

Рис.1. Дифференциальная крутизна активного элемента
Fig. 1. Active element differential slope

Рис. 2. Огибающие автоколебаний НВ- и ДВ-осцилляторов
Fig. 2. Amplitudes of self-oscillations in continuous and discrete 
time
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( )
( )

cos ( ) ( )
( ) ( )

sin

N N
d N

x p x p
A p x p − pΩ −

 = +
 pΩ 

2
0 12

0

2

2
 (10)

на основе отсчетов Nx −1  и Nx  временного ряда. 
Отметим, что при записи (10) использована ап-
проксимация производной /y dy d= τ  вида [15]

( ) ( )( )sinc cos ,n n ny x x −pΩ = pΩ −0 0 12 2

где ( ) ( )sinc sin /pΩ = pΩ pΩ0 0 02 2 2  – кардинальный 
синус. 

Оценка амплитуды ( )cA p  установившихся авто-
колебаний томсоновского осциллятора (1) прове-
дена на основе результатов численного интегри-
рования задачи Коши для уравнения движения (2) 
методом Рунге – Кутта четвертого порядка с фик-
сированным шагом , .∆τ = 0 125  Временные ряды 
для оценки ( )cA p  сформированы путем выборки 
из численного решения ,n nMX x=  n nMY y= =

( )nMxτ′= τ  при ,M = 8  а затем использована формула

( )
( ) ( ) .N

c N

Y p
A p X p

 
= +   pΩ 

2
2

02

В целом, как это следует из рис. 2, зависимости 
( )cA p  и ( )dA p  близки как качественно, так и коли-

чественно – максимальное расхождение их значе-
ний в представленном примере составляет 8,4 %. 
Причем причина замедленного роста ( )dA p  по 
сравнению с ( )cA p  при увеличении параметра p  
заключается в повышенном уровне гармоник у ДВ-
осциллятора (9). Это подтверждается рис. 3, на ко-
тором для p = 3  сплошной линией показан ампли-
тудный спектр автоколебаний ДВ-осциллятора (9), 
а пунктирной – НВ-осциллятора  (1). Символами 
gK  отмечены гармоники с номерами K. Здесь сле-
дует обратить внимание на неустранимый эффект 
подмены частот (наложения спектров) гармоник 
автоколебаний в дискретном времени [16]. Что ка-

сается основных частот автоколебаний, то они в 
представленном примере у осцилляторов (1) и (9) 
весьма близки. 

4. Разновидности ДВ-осцилляторов 
томсоновского типа

Основываясь на дискретном отображении 
(уравнении движения) осциллятора ван дер Поля, 
можно предложить еще ряд ДВ-автогенераторов 
томсоновского типа.

Вариант уравнения движения (9) нетрудно полу-
чить, если ввести в рассмотрение параметр кон-
сервативности резонатора ДВ-автогенератора:

exp( ).δ = − pν → −pν1

Тогда (9) принимает вид

( )
( ) ( )( )

− −

− − −

− δ pΩ + δ =

= pν pΩ −

cos

cos .

n n n

n n n

x x x

pS x x x

2
0 1 2

1 0 1 2

2 2

2 2
 (11)

Очевидно, что при δ = 1  и ( )S x x= − 21  разност-
ное уравнение

( )
( ) ( )( )

cos

cos ,

n n n

n n n

x x x

p x x x

− −

− − −

− pΩ + =

= pν − pΩ −

0 1 2

2
1 0 1 2

2 2

2 1 2

представляет собой результат дискретизации вре-
мени в уравнении ван дер Поля в его стандартной 
форме записи [4]:

( ) ,
d x dx

x x
dtdt

+w = w γ −
2

2 2
0 02

1

где pQγ =  – константа глубины обратной связи. 
Вариант ДВ-автогенератора с перестройкой ча-

стоты задается уравнением 

( )
( )( ) ( )( )

cos ( )

cos ,

n n n n

n n n

x m x x

pS x x x

− −

− − −

− pΩ + + =

= pν − pΩ −

0 1 2

1 0 1 2

2 2 1

2 1 2
 

где /n nm = ∆Ω Ω0  – текущее значение индекса ча-
стотной модуляции; n∆Ω  – девиация частоты.

Заключение
Предложенный метод дискретизации времени 

в дифференциальном уравнении квазигармони-
ческой автоколебательной системы (системы том-

соновского типа) позволяет перейти к рассмотре-
нию дискретных отображений, гарантированно 
обладающих динамическими характеристиками 
аналоговых систем-прототипов. Такие отобра-
жения можно использовать в качестве нелиней-
ных функциональных узлов в численных моделях 
сложных радиоэлектронных устройств. Кроме 
того, они могут служить основой алгоритмов об-

Рис. 3. Амплитудные спектры НВ- и ДВ-осцилляторов
Fig. 3. Amplitude spectrum of CT- and DT-oscillators
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работки дискретных (цифровых) сигналов, таких, 
например, как синхронное и частотное детектиро-
вание [17].

При значительных превышениях порога генера-
ции, когда перестает выполняться условие квази-

линейности исходной автоколебательной систе-
мы, дискретные отображения приобретают новые 
свойства, позволяющие рассматривать их как са-
мостоятельные объекты нелинейной динамики в 
дискретном времени.
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Quasi-harmonic self-oscillations in discrete time: 
analysis and synthesis of dynamic systems
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Abstract – For sampling of time in a differential equation of movement of Thomson type oscillator (generator) it is offered to 
use a combination of the numerical method of finite differences and an asymptotic method of the slowl-changing amplitudes. 
The difference approximations of temporal derivatives are selected so that, first, to save conservatism and natural frequency of 
the linear circuit of self-oscillatory system in the discrete time. Secondly, coincidence of the difference shortened equation for the 
complex amplitude of self-oscillations in the discrete time with Euler’s approximation of the shortened equation for amplitude 
of self-oscillations in analog system prototype is required. It is shown that realization of such approach allows to create discrete 
mapping of the van der Pol oscillator and a number of mappings of Thomson type oscillators. The adequacy of discrete models to 
analog prototypes is confirmed with also numerical experiment.

Keywords – self-oscillatory system; motion equation; the discrete time; finite differences; slowly changing amplitudes; the 
shortened equations; the discrete mapping of Thomson self-oscillators.
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Эквивалентная схема замещения дросселя, намотанного 
на феррите, в широком диапазоне частот (0 Гц – 500 МГц)

В.Ф. Дмитриков, Д.В. Шушпанов
Санкт-Петербургский государственный университет телекоммуникаций  

имени профессора М.А. Бонч-Бруевича  
193232, Россия, г. Санкт-Петербург,  

пр. Большевиков, 22, к. 1

Аннотация – По измеренным частотным характеристикам сопротивлений дросселей, намотанных на различных 
ферритовых сердечниках и с разным количеством витков, была построена эквивалентная схема замещения в широком 
диапазоне частот (0 Гц – 500 МГц). Данная схема замещения дросселя была синтезирована с учетом физических процессов, 
протекающих в дросселе: влияние сопротивления провода, влияние материала сердечника, взаимное влияние провода 
и материала сердечника. В статье была сделана попытка объяснить, почему частотные характеристики (модуль и фаза) 
комплексного сопротивления дросселя имеют такой характер в широкой полосе частот (до 500 МГц). Показано, что для 
построения схемы замещения дросселя (структуры и параметров) измерения только модуля сопротивления дросселя 
недостаточно, необходимо измерять также фазу комплексного сопротивления дросселя, что во многих работах по синтезу 
схемы замещения дросселя игнорируется.

Ключевые слова – дроссель; схема замещения; феррит; комплексное сопротивление; комплексная магнитная 
проницаемость.

Введение
Любая современная радиоэлектронная аппа-

ратура (РЭА) не обходится без реактивных эле-
ментов. Одними из важных и наиболее сложных 
(в расчете и производстве) реактивных элементов 
являются дроссели. Они служат частью сглажи-
вающего фильтра и фильтра радиопомех (ФРП) 
в  современных импульсных источниках электро-
питания. Поэтому при проектировании РЭА раз-
работчикам необходимо знать частотные характе-
ристики комплексных сопротивлений дросселей, 
а также их точные высокочастотные эквивалент-
ные электрические структурно-параметрические 
схемы замещения (поведенческие модели) в широ-
ком диапазоне частот до 100 МГц и выше, хорошо 
адаптируемые к современным вычислительным 
программам схемотехнического моделирования.

К сожалению, ни разработчики РЭА, ни произ-
водители дросселей не понимают, что же на самом 
деле собой представляет реальный дроссель, т. е. 
какой схемой замещения его можно представить. 
Производители магнитных материалов опериру-
ют лишь физическими параметрами, по которым 
они сдают и проверяют поставляемую элементную 
базу. До сих пор отечественные производители 
радиокомпонентов в конструкторской докумен-
тации не приводят ВЧ-модели дросселей с учетом 
влияния свойств материалов на паразитные пара-
метры дросселей, обусловленных нелинейными 

частотными зависимостями вещественной и мни-
мой составляющих магнитной проницаемости 
сердечников. Не приводят и значения «паразит-
ных» элементов дросселей.

Не имея ВЧ поведенческие модели дросселей 
от производителей, разработчики РЭА вынужде-
ны разрабатывать их сами, осуществляя форма-
лизованный структурно-параметрический синтез 
в виде эквивалентных электрических схем заме-
щения, используя экспериментально измерен-
ные комплексные сопротивления дросселей [1–5].  
Но,  к сожалению, измерять комплексное сопро-
тивление дросселя в широкой области частот 
(больше 10  МГц) стали сравнительно недавно [5], 
что связано как с появлением новой измеритель-
ной аппаратуры, так и, самое главное, с понимани-
ем необходимости данных измерений. Измерение 
частотных характеристик комплексного сопро-
тивления реального дросселя в широком диапа-
зоне частот (до 500 МГц) [1–4] позволило увидеть, 
что реальный дроссель в широкой области частот 
представляет собой сложную схему замещения, 
и использование «старых» НЧ-схем замещения не 
всегда корректно при проектировании РЭА.

Синтезировать схему замещения дросселя, ис-
пользуя измеренные частотные характеристики 
его комплексного сопротивления, можно клас-
сическим методом, обеспечивая реализацию раз-
личных схем с комплексным сопротивлением, 
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идентичным или близким к экспериментально 
измеренным характеристикам. Данный подход 
позволяет создать схему замещения физического 
элемента, но, к сожалению, он не может ответить 
на вопрос, почему данная измеренная частотная 
характеристика комплексного сопротивления 
дросселя имеет такой характер, и не может най-
ти природу физических процессов, объясняющих 
именно такой характер.

В [5] была построена схема замещения дроссе-
ля, учитывающая влияние сопротивления прово-
да, влияние материала сердечника, проявление 
эффекта длинных линий, потери, обусловленные 
вихревыми токами и эффектами близости, и т. д. 

Но, к сожалению, схема замещения, описанная 
в [5], строилась до 100 МГц, и при ее расчете не рас-
сматривалась фаза комплексного сопротивления 
дросселя, которая позволяет оценить близость 
предложенной модели и измерений. В схеме заме-
щения дросселя, предложенной в [5], для описания 
влияния материала сердечника используется цепь 
четвертого порядка, что может являться избыточ-
ным (особенно для временного анализа). Из [5] не-
ясно, как выбрать параметры для длинной линии в 
предложенной схеме замещения дросселя. Длин-
ная линия как элемент электрической цепи, к со-
жалению, имеет один существенный недостаток – 
ее наличие значительно увеличивает численный 

б
Рис. 1. Измеренные модуль (а) и фаза (б) комплексного сопротивления дросселя (сердечник N87) с различным количеством  
витков n: 1, 2, 3
Fig. 1. Measured module (a) and phase (b) of the complex resistance of the choke (core N87) with a different number of turns n: 1, 2, 3

а
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расчет переходных процессов и может не обеспе-
чить достаточную точность расчетов, т. к. анализ 
переходных процессов для длинной линии произ-
водится с помощью интеграла свертки с импульс-
ной характеристикой линии, которая вычисляется 
как преобразование Фурье коэффициента передач 
[6;  7]. Кроме того, длинная линия, используемая 
в [5], описывается частотно зависимыми первич-
ными параметрами, что более усложняет расчет 
данной схемы замещения дросселя во временной 
области.

В статье производится синтез схемы замещения 
дросселя с учетом физических эффектов (влияние 

сопротивления провода, материала сердечника, 
взаимное влияние провода и материала сердеч-
ника), т.  е. делается попытка объяснить, почему 
частотные характеристики (модуль и фаза) ком-

плексного сопротивления имеют такой характер в 
широкой полосе частот (до 500 МГц). Это позволит 
лучше понять физические процессы, протекаю-

щие в дросселе, а также как улучшить его частот-
ные характеристики, соответственно, построить 
РЭА с лучшими характеристиками. В качестве 
материала сердечника был выбран феррит из-за 
его наиболее частого использования в силовой 
электронике.

б
Рис.  2. Измеренные модуль (а) и фаза (б) комплексного сопротивления дросселя (сердечник Т38) с различным количеством  
витков n: 1, 2, 3
Fig. 2. Measured module (a) and phase (b) of the complex resistance of the inductor (core T38) with a different number of turns n: 1, 2, 3

а
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Измерения комплексного 
сопротивления дросселей

Были проведены измерения модуля и фазы пол-
ного (комплексного) сопротивления дросселей. 
Измерения проводились на анализаторах им-

педанса Keysight E4982A (в диапазоне частот от 
1 МГц до 500 МГц) и Е728 (в диапазоне частот 1 кГц 
до 1  МГц). В качестве измеряемых образцов ис-
пользовались дроссели, намотанные на кольцевых 
сердечниках – ферритах N87 (рис. 1) и Т38 (рис. 2) 
с различным количеством витков (1–3).

Измеренные частотные характеристики ком-

плексного сопротивления дросселя (рис.  1,  2) по-
зволяют заключить, что комплексное сопротив-

ление (модуль и фаза) имеет достаточно сложную 
схему замещения. Характер изменения модуля и 
фазы комплексного сопротивления дросселей, на-
мотанных на различных сердечниках (рис.  1,  2), 
очень похож. Это позволяет описать их схемой за-
мещения одной структуры с различными параме-
трами. Для понимания методики составления схе-
мы замещения реального дросселя модуль и фаза 
его измеренного комплексного сопротивления 
были разбиты на шесть принципиально отлича-
ющихся характерных участков (рис. 3), в которых 
проявляются различные физические явления ре-
ального дросселя.

Низкочастотная область (участки 1 и 2 на 
рис. 3). Из измеренных частотных характеристик 

Рис. 3. Разбивка на области модуля и фазы комплексного сопротивления дросселя
Fig. 3. Breakdown into the area of the module and the phase of the complex impedance of the choke
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комплексного сопротивления дросселя можно 
сделать вывод, что реальный дроссель представля-
ет собой идеальную катушку индуктивности лишь 
в достаточно узком интервале частот: от 7–300 кГц 
для N87 и 1–30 кГц для Т38. Этот диапазон частот 
зависит от комплексной частотной характери-
стики вещественной и мнимой частей магнитной 
проницаемости (рис. 4), а также от количества вит-
ков и характеристики провода. Это соответствует 
участку 2 на рис. 3, что хорошо видно по фазе ком-

плексного сопротивления (когда фаза близка 90°). 
В этом случае индуктивность дросселя, намотан-
ного на тороидальном сердечнике, определяется 
классической формулой [8]:

ln ,
h R

L n
r

= m m
p

2
0 2

 (1)

где m0  =  4p×10-7  Гн/м – магнитная постоянная; 
m  – относительная магнитная проницаемость 
сердечника; n – количество витков; h – высота то-
роидального сердечника; R – наружный радиус 
тороидального сердечника; r – внутренний радиус 
тороидального сердечника.

Для упрощения дальнейших расчетов выраже-
ние (1) перепишем:

Ô ,L n K= m m 2
0  (2)

где Ô ln .
h R

Ê
r

=
p2

На частотах значительно ниже 10 кГц (для дрос-
селя, намотанного на сердечнике N87) начинает 

сказываться сопротивление провода, и реальный 
дроссель представляет собой последовательное 
сопротивление резистора RW (сопротивление 
провода) и идеальной катушки индуктивности L 
(рис. 5). В этом случае комплексное сопротивление 
реального дросселя ZL равно

W

arctg
2

L W W( ) .

L
j

R
Z j j L R L R e

w

w = w + = w +2 2  (3)

Определим граничную частоту fW (рис. 3), начи-
ная с которой реальный дроссель можно считать 
идеальной катушкой индуктивности. Из выраже-
ния (3) следует, что это будет при условии .L Rw   
Но лучше всего определить частоту fW из требова-
ния по фазе – она должна быть больше 89°. Тогда 
из выражения (3) получаем ( )arctg L Rw > °89  или 

.R Lw > 60  И выводим условие, когда реальный 
дроссель можно считать идеальной катушкой ин-
дуктивности:

W ,f f≥  где ( )W W .f R L= −9 10  (4)

Для дросселя, намотанного на сердечнике N87 
двумя витками, из измеренной частотной харак-
теристики комплексного сопротивления дроссе-
ля (рис. 3) получаем индуктивность L = 9,05 мкГн 

Рис. 4. m’(jw) и m”(jw) для сердечника N87 (из справочника)
Fig. 4. m’(jw) and m”(jw) for core N87 (from the reference book)

Рис. 5. Низкочастотная схема замещения дросселя
Fig. 5. Low-frequency choke equivalent circuit
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и сопротивление провода RW = 6,72 мОм. Исполь-
зуя (4), рассчитываем граничную частоту fW в рай-
оне 7  кГц (рис.  3). То есть это означает, что для 
корректного измерения индуктивности данного 
дросселя RLC-метром (или другим прибором) не-
обходимо производить измерения на частотах не 
ниже 7  кГц. В случае же измерения на частоте 
1 кГц получим L = 9,11 мкГн. Эта ошибка во мно-
гих практических задачах непринципиальна, но 
для задачи синтеза важна. Так как, во-первых, она 
может быть больше или меньше в зависимости от 
количества витков и типа провода. Во-вторых, от 
этого параметра будут рассчитываться все осталь-
ные параметры схемы замещения, и небольшая 
ошибка (единицы процентов) в определении L 
может привести к существенной ошибке в опре-
делении других параметров схемы замещения 
дросселя. Поэтому для корректного определения 
индуктивности дросселя необходимо использо-
вать модуль сопротивления дросселя при учете 
того, что его фаза близка к 90°. А для корректного 
определения сопротивления провода RW необхо-
димо использовать частотную зависимость фазы 
комплексного сопротивления дросселя, т. к. толь-
ко она хорошо показывает, насколько сильно со-
противление провода оказывает влияние на ком-

плексное сопротивление дросселя.
Влияние сердечника дросселя (участок 3 на 

рис. 3). На частотах выше 300 кГц (для дросселя, 
намотанного на сердечнике N87, – рис.  3) харак-
тер комплексного сопротивления дросселя зави-
сит от изменения магнитных свойств материала 
сердечника. Это связано с тем, что относительная 
магнитная проницаемость материала является не 
константой m, а частотно-зависимой комплексной 
величиной ( )jm w  [9–12], т. е.

( ) '( ) "( ).j j j jm w = m w − m w  (5)
На рис. 4 представлены частотные зависимости 

m’(jw) и m”(jw) для сердечника N87, взятые из спра-

вочника [12;  13], предоставленного производите-
лем магнитного материала (Epcos). К сожалению, 
производитель не дает всех характеристик во всей 
области частот (до ГГц): для m’(jw) – до 4 МГц, а для 
m”(jw) – до 1 ГГц (рис. 4). Но даже из них можно уви-
деть, что получившееся комплексное сопротивле-
ние дросселя с учетом выражений (2) и (5), равное

( )
L

Ô

Ô( ) ( )

"( ) '( ) ,

Z j j L j j n K

n K j j j

w = w = wm m w =

= wm m w − m w

2
0

2
0


 (5)

близко по форме к комплексному сопротивлению 
параллельного RLC-контура (рис.  6,  а). Из гра-
фика фазы комплексного сопротивления дрос-
селя (рис.  3) видно, что фаза двухполюсника на  
3-м участке кривой (от fC до fK) меняется боль-
ше чем на 90°, что также позволяет считать, что 
на третьем участке в качестве схемы замещения 
можно использовать параллельный колебатель-
ный RLC-контур. В [1–4] с физической точки зре-
ния было показано, почему из-за сердечника схе-
ма замещения дросселя представляется в виде 
цепи 2-го порядка (параллельный RLC-контур).

В этом случае (для схемы замещения 2-го поряд-
ка – рис. 6, а) вместо выражения (5) можно запи-
сать комплексное сопротивление дросселя:
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где C/ LCw =2
0 1  – резонансная частота контура; 

C C/ R Ca = 1 2  – коэффициент затухания контура.
При аппроксимации комплексного сопротив-

ления дросселя (рис.  3) цепью низкого (второго) 
порядка (рис. 6, а) могут возникать значительные 
погрешности аппроксимации (рис. 7). Наилучшим 

  
 а б
Рис. 6. Схема замещения дросселя, учитывающая влияния сердечника
Fig. 6. Equivalent circuit of the inductor, taking into account the influence of the core
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приближением будем считать аппроксимацию, 
при которой выполняется близость фаз аппрок-
симирующей и аппроксимируемой функции, т. е. 
при приближении резонансной частоты RLC-

контура к частоте, при которой фаза комплексно-
го сопротивления дросселя близка нулю (рис.  7). 
Только в этом случае можно определить значе-
ние резонансной частоты сердечника (порядка 
2  МГц  – рис.  7), и мы получаем погрешность ап-
проксимации лишь только в одной области частот 
(от 0,1 до 1 МГц) для фазы сопротивления и незна-
чительную ошибку аппроксимации для модуля со-
противления. Но, к сожалению, на частотах выше 

2,5  МГц комплексное сопротивление (модуль и 
фаза) дросселя уже нельзя описать цепью второго 
порядка (рис. 7). Таким образом, влияние материа-
ла сердечника дросселя на его комплексное сопро-
тивление можно описать цепью 2-го порядка, но 
необходимо определять резонансную частоту кон-
тура исключительно по фазе комплексного сопро-
тивления (порядка 2 МГц – рис. 7), и данную схему 
замещения дросселя можно использовать только 
до частот, несущественно превышающих эту резо-
нансную частоту контура (до 3 МГц – рис. 7).

Для лучшей аппроксимации комплексного 
сопротивления дросселя вместо RLC-контура 

б
Рис. 7. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя: измеренное значение в сравнении с различными схемами 
замещения: 1) рис. 6, а – СС = 1,11 нФ; 2) рис. 6, а – СС = 0,67 нФ; 3) рис. 6, б
Fig. 7. Module (a) and phases (b) of the inductor’s complex resistance: measured value in comparison with various equivalent circuits:  
1) Fig. 6, a – СС = 1,11 nF; 2) Fig. 6, a – СС = 0,67 nF; 3) Fig. 6, b

а
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(рис.  6,  а) была предложена цепь 3-го порядка 
(рис. 6, б). В этом случае комплексное сопротивление 
дросселя определяется более сложной формулой:
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j
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которая значительно лучше по сравнению с вы-

ражением (6) аппроксимирует сопротивление 
дросселя (рис.  7) до 4–4,5  МГц. Частоты f01, f02 и 
f1, определяемые по формулам (8), показаны на 
рис. 8. Как видно из рис. 8, центральная частота f0, 
вычисляемая по формуле ,f f f=0 01 02  близка к 
резонансной частоте RLC-контура (рис. 6, а), опре-
деляемой по формуле (6), а резонансная частота f01 
близка к частоте, на которой фаза RLC-контура 
(рис. 6, а) близка к измеренной фазе комплексного 
сопротивления дросселя. Таким образом, зная па-
раметры схемы замещения 2-го порядка (рис. 6, а), 
можно рассчитать параметры схемы замещения 
3-го порядка (рис. 6, б) с небольшой последующей 
коррекцией. Но, как было сказано выше, для кор-
ректного определения резонансной частоты фаза 
комплексного сопротивления схемы замещения 
2-го порядка (рис. 6, а) должна быть близка изме-
ренной фазе комплексного сопротивления дросселя.

Определим частоту fС (рис.  8), начиная с кото-
рой необходимо учитывать влияние изменения 
магнитных свойств материала сердечника. Для 
этого, по аналогии с определением fW, воспользу-
емся фазой комплексного сопротивления дроссе-
ля, т. е. arg(Z(jwC)) < 89°, или из (7) получаем:
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Так как угол маленький, то неравенство (9) мож-

но упростить:
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Мы ищем частоту wC, которая значительно 
меньше частот w01, w02, w1 (рис. 8), поэтому нера-
венство (10) можно упростить:

C C .
aw w − a w w p

>
w w

2 2
1 1 01

2 2
1 01

2 2
180

 (11)

Решая (11) и заменяя w01, w02, w1 на выражения 
(8), определяем частоту fС, с которой начинается 
влияние изменения магнитных свойств материала 
сердечника на комплексное сопротивление дрос-
селя:

C ,f f>  где C0
C .

R
f

L
=

360
 (12)

Из измеренной частотной характеристики ком-

плексного сопротивления дросселя (рис. 8), намо-
танного на сердечнике N87 двумя витками, полу-
чаем следующие параметры схемы замещения 
дросселя (рис. 6, б), учитывающего влияние изме-
нения магнитных свойств материала сердечника: 
L = 9,05 мкГн, CC1 = 1,4 нФ, CC2 = 0,2 нФ, RC1 = 93 Ом, 
RC2 = 70 Ом, RC0 = 1,1 кОм. Используя (12), получа-
ем граничную частоту fC, равную 338 кГц, начиная 
с которой необходимо учитывать влияние изме-
нения комплексной магнитной проницаемости 
материала сердечника (рис.  8), что также хорошо 
видно на графике вещественной части комплекс-
ной магнитной проницаемости материала сердеч-
ника – когда m’(jw) перестает быть константой и 
начинает расти (рис. 9).

Таким образом, для определения границы вли-
яния комплексной магнитной проницаемости ма-
териала сердечника необходимо знать частотные 
зависимости m’(jw) и m”(jw) во всей области частот 
(от 0 до 500 МГц). Так как производитель не дает 
всех характеристик во всей области частот (рис. 5), 
то для дальнейшего рассмотрения комплексной 
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б
Рис. 8. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя: измеренное значение в сравнении с различными схемами 
замещения: 1 – рис. 6, а; 2 – рис. 6, б
Fig. 8. Module (a) and phase (b) of the inductor’s complex resistance: measured value in comparison with various equivalent circuits:  
1 – Fig. 6, a; 2 – Fig. 6, b

Рис. 9. m’ и m” для сердечника N87 (из справочника и аппрокисимированная)
Fig. 9. m’ and m” for core N87 (from the reference book and approximated)

а
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магнитной проницаемости сердечника она была 
аппроксимирована характеристикой в диапазоне 
частот от 10 кГц до 1 ГГц (рис. 9). Аппроксимация 
производилась следующим образом: была подо-
брана цепь, в которой пересчитанная из комплекс-
ного сопротивления вещественная магнитная 
проницаемость до 4 МГц совпадала с веществен-
ной магнитной проницаемостью из справочника, 
а пересчитанная из комплексного сопротивления 
мнимая магнитная проницаемость до 1  ГГц со-
впадала с мнимой магнитной проницаемостью из 
справочника. Как видно из рис. 9, характеристика, 
данная производителем, и аппроксимированная 

характеристика получились достаточно близки-
ми, что позволяет использовать аппроксимиру-
ющую характеристику в качестве справочной.

На рис.  10 приведены частотные зависимости 
m’(jw) и m”(jw) сердечника N87, полученные из спра-
вочника, а также рассчитанные из измеренных 
комплексных сопротивлений дросселей с различ-
ным количеством витков. Частотные зависимости 
m’(jw) и m”(jw) для дросселей рассчитывались по 
формулам:

( )( )L
L L

( )
'( ) sin arg ( ) ,

Z j
j K Z j

w
m w = w

w
 (13)

б
Рис. 10. m’ (а) и m” (б) сердечника N87: из справочника и рассчитанные из комплексных сопротивлений дросселей с различным 
количеством витков n: 1, 2, 3
Fig. 10. m’ (a) and m” (b) of the core N87: from the reference book and calculated from the complex resistances of chokes with a different 
number of turns n: 1, 2, 3

а
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где L Ô/ .Ê n K= m 2
01

Из рис.  11 видно, что пересчитанные по фор-
мулам (13), (14) частотные характеристики m’(jw) 
и m”(jw) для дросселей с разным количеством вит-
ков практически близки друг другу, что позволяет 
сделать вывод о том, что по частотной характе-
ристике комплексной магнитной проницаемости 
сердечника можно построить схему замещения 
дросселя на этом сердечнике с различным количе-
ством витков. На частоте 10 кГц m”(jw) для каждого 
дросселя отличаются, т. к. на этой частоте нет из-
мерений комплексного сопротивления дросселей 
(рис. 1), а на частоте 1 кГц на сопротивление дрос-
селя оказывает влияние сопротивление провода. 
Из рис. 10 также видно, что частотные характери-
стики m’(jw) и m”(jw), полученные из справочника, 
и частотные характеристики m’(jw) и m”(jw), рассчи-
танные из измеренных характеристик сопротив-
ления дросселя, различаются. Это говорит о том, 
что магнитная проницаемость материала может 
иметь разброс по сравнению со справочной, и для 
определения магнитной проницаемости конкрет-
ного материала требуются измерения этого ма-
териала. Только в этом случае можно из данных 
сердечника получить схему замещения дросселя. 
Аналогичные выводы были сделаны в [5].

Таким образом, зная измеренные частотные ха-
рактеристики m’(jw) и m”(jw) материала реального 

сердечника, можно определить схему замещения 
дросселя с конкретным количеством витков. К со-
жалению, у авторов данной статьи нет измерений 
комплексной магнитной проницаемости конкрет-
ных сердечников дросселей. Поэтому все расчеты 
проводились, исходя из измеренных сопротивле-
ний дросселей. Но даже из данных, полученных из 
измеренных сопротивлений (рис.  10), можно сде-
лать предварительное заключение, что f01 в схеме 
замещения близка к частоте, на которой m’  = m”, 
а  частоты f02 и f1 определяются из минимума m’ 
(когда m’ отрицательна). Более конкретная мето-
дика, как, например, в [5], определения комплекс-
ного сопротивления дросселя с использованием 
частотных характеристик комплексной магнит-
ной проницаемости сердечника авторами будет 
рассмотрена в дальнейшем.

В [5] было показано, что резонансная частота 
сопротивления дросселя, определяемая материа-
лом сердечника, вне зависимости от количества 
витков (индуктивности дросселя) остается посто-
янной (рис. 11, а). И только после определенного 
количества витков (больше 23) резонансная часто-
та сопротивления дросселя начинает перемещать-
ся в низкочастотную область (рис. 11, б), т. е. при 
большом количестве витков начинает сказываться 
межвитковая емкость. В этом случае в схеме заме-
щения дросселя необходимо учесть эту емкость. 
Так как в данной работе измерялись дроссели с 
малым количеством витков (от 1-го до 3-х) специ-

б
Рис.  11. Модуль комплексного сопротивления дросселя на сердечнике N87 с различным количеством витков (взято из [5]):  
а – 1–23 витка; б – 58–108 витков
Fig. 11. Complex resistance module of the choke on the core N87 with a different number of turns (taken from [5]): a – 1–23 turns;  
b – 58–108 turns

а
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ально, чтобы данный эффект не проявлялся, то в 
данной схеме замещения дросселя межвитковая 
емкость отсутствует.

Для определения границы влияния комплекс-
ной магнитной проницаемости сердечника на 
комплексное сопротивление дросселя вычислим 
комплексное сопротивление дросселя из m’(jw) и 
m”(jw) сердечника, преобразуя формулы (13) и (14), т. е.

( ) ( )L
L

( ) '( ) "( ) ,Z j j j
Ê

w
w = m w + m w

2 2  (15)

( )L
"( )

arg ( ) arctg ,
'( )

j
Z j

j

 m w
w = °−  m w 

90  (16)

и сравним с измеренными частотными характери-
стиками сопротивления дросселя (рис. 12).

Из рис.  12 по характеру изменения модуля и 
фазы комплексного сопротивления дросселя вид-
но, что при учете только сердечника фаза ком-

плексного сопротивления дросселя меняется от 
90° до –90°, т. е. дроссель сначала имеет индуктив-
ный характер, а потом приобретает емкостной ха-
рактер. В случае измерения комплексного сопро-
тивления реального дросселя его фаза падает от 
90° до –15°, а потом начинает расти до 65° (рис. 12). 
Это может означать, что дальнейшее изменение 
характера модуля и фазы комплексного сопротив-

б
Рис. 12. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя: измеренное значение в сравнении с рассчитанным по ( )jm w  
сердечника (рис. 9)
Fig. 12. Module (a) and phase (b) of the complex resistance of the inductor: the measured value in comparison with the calculated value 

( )jm w  for the core (Fig. 9)

а
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ления дросселя после 4 МГц уже не определяется 
комплексной магнитной проницаемостью сердеч-
ника, поскольку комплексное сопротивление, по-
считанное по m’(jw) и m”(jw), показывают емкост-
ный характер (рис. 12).

Взаимодействие магнитных полей сердечни-
ка и провода дросселя (участок 4 на рис. 3). Под-
нятие модуля и фазы комплексного сопротивле-
ния дросселя чаще всего связывают с эффектом  
длинной линии [5]. Рассмотрим более строго,  
можно ли это объяснить длинной линией. В об-
щем случае длина волны электромагнитного ко-
лебания l равна

,
CC

f f
l = =

em
0  (17)

где C = e m ≈ ⋅ 8
0 0 01 3 10  м  /  с – скорость света в 

вакууме; e и m – диэлектрическая и магнитная про-
ницаемости материала.

Данный эффект начинает проявляться при 
частоте порядка 5  МГц (рис.  12), а для исследу-
емого материала (феррит N87) комплексная маг-
нитная проницаемость на частоте 5,5  МГц равна 

jm = − +115 430  (рис.  10), тогда модуль комплекс-
ной магнитной проницаемости материала на этой 
частоте равен .m = 447  Тогда получаем длину вол-

ны l = 3×108 / 21 / 5,5×106 = 2,6 м, что значительно 
больше длины провода (порядка 10–20 см). Данное 
предположение об эффекте длинной линии авто-
рами статьи [5] было сделано потому, что они в сво-
их исследованиях не учитывали фазу комплексно-
го сопротивления, а брали в расчет только модуль 
комплексного сопротивления, по которому виден 
подъем (при малом количестве витков) на часто-
тах выше 50–100  МГц (в зависимости от количе-
ства витков – рис.  11,  б). Кроме того, заметный 
ВЧ-резонанс они наблюдали лишь при большом 
количестве витков (рис. 11, б), т. к. не смотрели ча-
стоты выше 100 МГц (рис. 12). Так как данный эф-
фект в статье [5] был обнаружен при большом коли-
честве витков (больше 50) на частотах выше 10 МГц, 
то рассмотрим также и его. На частоте 10 МГц по-
лучаем m = 14  и длину волны l  =  2,1  м. При 100 
витках получаем длину провода 2,5 м [5], что соиз-
меримо с длиной волны. В этом случае (при боль-
шом количестве витков) как раз очень хорошо вид-
но проявление эффекта длинных линий (рис. 11, б):  
ярко выраженные минимумы и максимумы, повто-
ряющиеся с четкой периодичностью, чего не наблю-

дается при малом количестве витков (рис. 1).
Таким образом, объяснение подъема модуля 

и фазы комплексного сопротивления дросселя с 

б
Рис. 13. Схема замещения дросселя для участка 4
Fig. 13. Equivalent circuit of the choke for section 4
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малым количеством витков с помощью длинной  
линии с физической точки зрения некорректно. 
Оно может использоваться лишь для дросселя с 
большим количеством витков.

Для того чтобы понять с физической точки зре-
ния, в чем причина поднятия модуля и фазы ком-

плексного сопротивления дросселя, надо пред-
ставить, что же собой представляет дроссель. 
Дроссель – это провод, намотанный на сердечник. 
Провод при протекании через него электрическо-
го тока будет иметь магнитное поле, усиленное 
сердечником. Кроме того, сам сердечник будет 
иметь магнитное поле. Провод и сердечник – это 

два отдельных элемента, хотя и находящихся в 
близи друг от друга. То есть мы имеем магнитное 
поле, создаваемое проводом, и магнитное поле, 
создаваемое сердечником, которые взаимодей-
ствуют друг с другом. А это есть не что иное, как 
воздушный трансформатор (две магнитно связан-
ные индуктивности), в котором магнитное поле, 
создаваемое первичной обмоткой (проводом дрос-
селя), взаимодействует с магнитным полем, созда-
ваемым вторичной обмоткой (сердечник дроссе-
ля). Была предложена схема замещения на основе 
воздушного трансформатора (рис. 13, а), которая и 
позволила учесть влияние магнитных полей про-

б
Рис. 14. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя: измеренное значение в сравнении с различным коэффици-
ентом связи (рис. 13)
Fig. 14. Module (a) and phase (b) of the complex resistance of the inductor: measured value in comparison with different coupling coef-
ficient (Fig. 13)
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вода и сердечника. На рис. 13, б приведена схема 
замещения дросселя Т-образной схемой замеще-
ния трансформатора.

Уменьшение коэффициента связи в схеме заме-
щения дросселя (рис. 13, а) или увеличение индук-
тивности рассеивания в T-образной схеме замеще-
ния трансформатора в схеме замещения дросселя 
(рис. 13, б) позволяет переместить значение часто-
ты, с которого начинается подъем модуля и фазы 
комплексного сопротивления дросселя, с высоко-
го на более низкое (рис.  14). Таким образом, из-
меняя коэффициент связи К, можно приблизить 
сопротивление схемы замещения к измеренному 

сопротивлению дросселя на участке 4 (для рассма-
триваемого случая К = 0,995 – рис. 14). Но прибли-
жение частоты, на которой возникает минимум 
фазы сопротивления дросселя (рис. 14, б), к часто-
те f1 (рис. 8, б) искажает частотные характеристи-
ки сопротивления дросселя (рис. 14). Поэтому для 
приближения частотных характеристик сопротив-
ления схемы замещения и измеренных частотных 
характеристик сопротивления дросселя требуется 
корректировка CC1, CC2, RC1, RC2 в схеме заме-
щения. В нашем случае они равны: CC1 = 1,36 нФ, 
CC2  = 0,25 нФ, RC1  = 100 Ом, RC2  = 83 Ом. И рас-
хождений в частотных характеристиках сопротив-

б
Рис. 15. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя: измеренное значение в сравнении с различным коэффици-
ентом связи (рис. 13)
Fig. 15. Module (a) and phase (b) of the complex resistance of the inductor: measured value in comparison with different coupling coef-
ficient (Fig. 13)
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ления схемы замещения и измеренных частотных 
характеристик сопротивления дросселя уже мень-
ше (рис.  15). Это означает, что провод изменяет 
магнитное поле, создаваемое сердечником. Для 
того чтобы оценить влияние магнитного потока, 
создаваемого проводом, на магнитный поток, соз-
даваемый сердечником, надо измерить магнит-
ную проницаемость сердечника, найти параметры 
схемы замещения (рис. 6, б) и сравнить с парамет-
рами схемы замещения, созданной из измерения 
сопротивления дросселя.

Кроме того, дальнейшее уменьшение коэффици-
ента связи в схеме замещения дросселя позволяет 
получить характеристику индуктивности в более 
высокой области частот (рис.  15). В этом случае 
упадет общая индуктивность из-за уменьшения 
коэффициента связи, но ее можно будет поднять 
дополнительными витками.

Как видно из рис. 14, 15, граница между участка-
ми 3 и 4 (рис. 3) может быть достаточно расплыв-
чатой и, скорее всего, определяется лишь тем, ка-
ким образом намотан дроссель.

Все сказанное выше является лишь пока матема-
тической моделью, и для подтверждения данной 
математической модели реальным физическим 
явлением, происходящим в дросселе, требуются 
дополнительные измерения и исследования.

Проходная емкость в системе взаимодей-
ствия магнитных полей сердечника и провода 
дросселя (участок 5 на рис.  3). При изменении 
переменного магнитного поля первичной об-
мотки (провод) по сравнению с переменным маг-
нитным полем вторичной обмотки (сердечник) 
возникает переменное электрическое поле, т.  е. 

появляется проходная емкость CR воздушного 
трансформатора (рис. 16), описывающего взаимо-
действие провода с сердечником. Эта емкость и 
определяет высокочастотный резонанс (в районе 
300–400 МГц – рис. 17) комплексного сопротивле-
ния дросселя. Так как частота этого резонанса на 
2  порядка больше центральной частоты f0, опре-
деляемой материалом сердечника, то сопротивле-
ния конденсатов CC1 и CC2 на частоте резонанса 
значительно меньше сопротивлений RC1 и RC2 
(рис. 13), и сердечник заменяется сопротивлением 
RE (рис.  16), равным параллельному соединению 
сопротивлений RC1, RC2, RC0 (для данного случая 
оно равно 43,6 Ом).

Кроме того, добротность этого резонанса опре-
деляется сопротивлением резистора RR, вклю-

ченным параллельно этой емкости (рис.  16), 
который возникает в схеме замещения из-за ко-
нечности проводимости емкости CR. В этом слу-
чае комплексное сопротивление схемы замеще-
ния (рис. 16) будет вычисляться по формуле (7), но 
параметры f01, f02, f1, a и a1 в выражении (7) будут 
рассчитываться по-другому. Так как нас интересу-
ет максимум модуля, то он определяется частотой 
f1 и равняется

Cr

R

.

( )

f

LC K

=
p − 2

1

2 1
 (18)

Для рассматриваемого дросселя эта частота 
равна 357  МГц, а проходная емкость трансфор-
матора CR вычисляется из (18) и равняется 2,2 пФ. 
Сопротивление утечки RR, определяющее доброт-
ность этого резонанса, равно 800 Ом (на резонанс-
ной частоте).

Рис. 16. Схема замещения дросселя для участка 5
Fig. 16. Equivalent circuit of the throttle for section 5

а б
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Наличие данного участка на частотных харак-
теристиках сопротивления дросселя еще раз ука-
зывает на корректность использования транс-
форматора в схеме замещения дросселя. Похожие 
частотные характеристики (рис.  18) были полу-
чены в [14], где авторы измеряли сопротивление 
первичной обмотки трансформатора при нена-
груженной вторичной обмотке, что еще раз под-
тверждает корректность использования транс-
форматора в схеме замещения дросселя.

Данный эффект (резонанс) начинает проявлять-
ся на частотах выше 100 МГц (рис. 14, 17). На ча-
стоте 100  МГц комплексная магнитная проница-

емость сердечника равна , jm = +25 5 16  (рис.  10), 
а модуль комплексной магнитной проницаемо-
сти материала на этой частоте равен ,m = 30 1 . 
Тогда получаем длину электромагнитной волны 
l  =  3×108  /  5,5  /  108  =  0,55  м, что в 4 раза больше 
длины провода (10–20 см). Таким образом, в длину 
провода укладывается четверть волны электро-
магнитного колебания, и начинает проявлять-
ся эффект длинной линии, т.  е. провод, начиная 
с 100  МГц, представляет уже короткозамкнутую 
длинную линию, и резонанс на частоте fCr  – это 
первый резонанс входного сопротивления длин-
ной линии.

б
Рис. 17. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя: измеренное значение в сравнении с рассчитанным по схеме 
замещения (рис. 16)
Fig. 17. Module (a) and phase (b) of the complex resistance of the inductor: the measured value in comparison with that calculated accord-
ing to the equivalent circuit (Fig. 16)

а



42
Дмитриков В.Ф., Шушпанов Д.В. Эквивалентная схема замещения дросселя, намотанного на феррите ...

Dmitrikov V.F., Shushpanov D.V. Equivalent circuit of a ferrite-wound inductor ...

Схема замещения
Таким образом была получена схема замещения 

дросселя (рис. 19), работающего в широкой обла-
сти частот. Последний характерный участок на 
частотных характеристиках (участок 6 на рис.  3) 
в данной работе не рассмотрен, т. к. неизвестно как 
будет себя вести сопротивление дросселя: станет 
оно полностью емкостным, или будут еще вспле-
ски частотных характеристик сопротивления, или 
то и другое. Различные измеренные сопротив-
ления дросселя при разных количествах витков 
(рис. 1,  2 и 11, б) и расчет длины волны электро-
магнитного колебания указывают на последний 
вариант (проявляется эффект длинной линии). Но, 
чтобы быть полностью в этом уверенным, необхо-
димо произвести измерения модуля и фазы сопро-

тивления дросселя до единиц, а то и десятков ГГц. 
Поэтому в данной работе была составлена схема 
замещения, имеющая 5 характерных участков на 
частотных характеристиках комплексного сопро-
тивления дросселя. В таблице приведены параме-
тры этой схемы замещения для измеренных дрос-
селей (рис. 1, 2).

Заключение
В работе предложена электрическая структурно- 

параметрическая схема замещения дросселя 
(рис. 19), частотные характеристики которой близ-
ки к измеренным частотными характеристиками 
сопротивления дросселя в широкой полосе частот 
(от 0 до 500 МГц). Это позволяет использовать дан-
ную схему замещения дросселя для корректного 

Рис. 18. Измеренные частотные характеристики модуля и фазы комплексного сопротивления первичной обмотки трансформа-
тора, работающего на холостой ход (взято из [14])
Fig. 18. Measured frequency characteristics of the module and the phase of the complex resistance of the primary winding of the trans-
former operating at idle (taken from [14])

Рис. 19. Схема замещения дросселя
Fig. 19. Throttle equivalent circuit
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проектирования высокочастотных фильтров ра-
диопомех.

Показана несостоятельность использования 
длинной линии в схеме замещения дросселя с ма-
лым количеством витков обмотки дросселя, пред-
ложенная в [5]. Была показана целесообразность 
использования вместо длинной линии в схеме за-
мещения индуктивно связанных катушек. Это по-
зволило корректно обосновать частотные харак-
теристики сопротивления дросселя.

Показано, что для построения схемы замеще-
ния (структуры и параметров) измерения только 
модуля сопротивления дросселя недостаточно, 
необходимо измерять также фазу комплексно-
го сопротивления дросселя. Так как только фаза 
комплексного сопротивления дросселя позволяет 
сказать, какой характер сопротивления (индук-

тивный, емкостной или резистивный) преоблада-
ет в конкретной области частот, т. е. только фаза 
показывает, что оказывает наибольшее влияние: 
магнитное поле, электрическое поле или актив-
ные потери. Кроме того, фаза комплексного со-
противления показывает корректность выбора 
эквивалентной схемы замещения.
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Таблица
Table

N87, кол-во витков Т38, кол-во витков
1 2 3 1 2 3

L, мкГн 2,41 9,05 20,31 15,724 63,0 143,8
CC1, нФ 2,5 1,36 0,62 14,0 0,5 0,2
CC2, нФ 2,5 0,25 0,078 2,0 22,0 0,7
CR, пФ 2,1 2,2 3,2 1,7 2,2 2,7

К 0,977 0,995 0,998 0,994 0,999 0,995
RC0, Ом 120 1100 2000 40 1300 250
RC1, Ом 60 100 205 40 90 185
RC2, Ом 19 83 162 25 85 550
RR, Ом 3000 800 320 3700 800 340

RW, мОм 6,61 6,72 6,99 7 9,6 20
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Equivalent circuit of a ferrite-wound inductor 
in a wide frequency range (0 Hz – 500 MHz)

Vladimir F. Dmitrikov, Dmitry V. Shushpanov
The Bonch-Bruevich Saint Petersburg State University of Telecommunications  

22, bld. 1, Avenue Bolshevikov,  
Saint Petersburg, 193232, Russia

Abstract – Based on the measured impedance of the inductors wound on various ferrite cores and with a different number 
of turns, an equivalent high frequency (0 Hz – 500 MHz) circuit model was built. The equivalent circuit model was built taking 
into account the physical processes occurring in the inductor: effect of wire resistance, effect of core material, mutual effect of 
wire and core material. The attempt explaining why the frequency characteristics (modulus and phase) of the inductor complex 
impedance have such a character in a wide frequency band (up to 500 MHz) was made. It was shown that for constructing an 
equivalent circuit model (structure and parameters), measuring only the inductor’s resistance modulus is not enough. It is also 
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necessary to measure the phase of the inductor complex resistance, which is ignored in many works on the synthesis of an e 
inductor equivalent circuit.
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Формирование сверхкоротких импульсов с помощью 
сумматора конструкции Уилкинсона
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Аннотация – В работе исследована возможность увеличения амплитуды сверхкоротких импульсов и формирования 
моноцикла Гаусса путем сложения сигналов с нескольких генераторов. Для этого были использованы кольцевые 
сумматоры конструкции Уилкинсона, конструкция которых была выбрана из-за низких потерь и высокой развязки 
входов. Было произведено моделирование S-параметров сумматоров с разными геометрическими параметрами в полосе 
частот до 5 ГГц. Полученные результаты совпали с экспериментально измеренными характеристиками. С помощью 
сумматоров путем сложения сверхкоротких импульсов одинаковой и различной полярностей была увеличена амплитуда 
монополярного импульса и сформирован импульс биполярной формы. Данный подход характеризуется возможностью 
подстройки параметров выходного сигнала путем подбора задержек запускающих сигналов.

Ключевые слова – СШП-сигналы; сверхкороткие импульсы; СВЧ; сложение импульсов; колокольный импульс; 
биполярный импульс; моноцикл Гаусса; делитель Уилкинсона.

Введение
Одной из перспективных областей радиоло-

кации является использование сверхкоротких 
импульсов (СКИ) в форме колокола Гаусса, моно-
цикла Гаусса и дублета Гаусса. Подобные сигналы 
имеют высокую разрешающую способность. Од-
нако при их формировании возникают пробле-
мы, связанные с одновременным обеспечением 
малой длительности и высокой амплитуды. Если 
для формирования колокольных СКИ использу-
ются известные решения на основе сверхбыстрых 
переключателей, например диодов с накоплени-
ем заряда (ДНЗ) [2; 10; 13], то для формирования 
моноциклов и дублетов в большинстве случаев 
применяется пассивная фильтрация колокольных 
импульсов. Такой метод искажает спектр и форму 
сигнала, что снижает в целом КПД генератора за 
счет фильтрации низкочастотных составляющих.

Одним из способов формирования сверхкорот-
ких моноимпульсов гауссовской формы большой 
амплитуды является суммирование импульсов с 
выходов нескольких генераторов [3]. В настоящей 
работе для формирования двуполярных СКИ пред-
лагается использовать колокольные импульсы с 
управляемой временной задержкой. Такая систе-
ма, состоящая из нескольких генераторов и сум-

матора, является достаточной гибкой в настройке 
и позволяет регулировать форму с минимальными 
энергетическими потерями. Однако такой подход 
требует реализации с учетом частотного диапазо-

на СКИ. При прямом подключении нескольких ге-
нераторов СКИ [2] к общей нагрузке имеет место  
их влияние на работу друг друга [3], что приводит 
к искажению импульса. Поэтому важно обеспе-
чить развязку между выходами всех генераторов 
моноимпульсов для уменьшения их влияния друг 
на друга.

Для сложения импульсов в работе рассматрива-
ется сумматор конструкции Уилкинсона, который 
в последнее время достаточно часто используется 
для сложения СШП-сигналов [4–6]. Однако в при-
веденных публикациях не исследуется вопрос сум-

мирования сверхкоротких импульсов гауссовской 
формы. 

В работе представлен сумматор на основе коль-
цевой конструкции Уилкинсона для сверхширо-
кополосных сигналов. Экспериментально удалось 
добиться увеличения амплитуды формируемого 
импульса при помощи суммирования выходных 
сигналов с нескольких генераторов [2]. Также был 
сформирован моноцикл, состоящий из двух коло-
кольных сигналов. 

Модель сумматора Уилкинсона
Схематичный внешний вид кольцевого сумма-

тора представлен на рис.  1. Он обладает двумя 
входами, обозначенных <2> и <3>, и одним выхо-
дом  – <1>. Для развязки между входами устрой-
ства используется балластный резистор R. Также 
ширину полосы работы сумматора задают длины 
и ширина микрополосков кольца. 
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Аналитическую модель такого устройства мож-

но представить через нормированную матрицу че-
тырехполюсника [12]:
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где /Y z z=1 0 1  – нормированная волновая прово-
димость отрезка однородной линии с длиной l; 

/ áY z R=1 02  – нормированная проводимость ак-
тивной нагрузки, умноженная на два; Y3 – нор-
мированная проводимость короткого замыкания, 
для идеального случая предполагается, что этот 
параметр равен бесконечности; Λ  – длина волны.

С помощью матриц, представленных выше, 
можно определить матрицы рассеяния на сред-
ней частоте f0 рабочего диапазона. Эта частота, 
соответственно, определяется из соотношения 

 / ,l = Λ0 4  где длина волны Λ0  соответствует ча-
стоте f0.

Матрица рассеяния состоит из S-параметров, 
которая описывается выражением:
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Исходя из полученных соотношений, можно 
сделать вывод, что идеальное согласование, то 
есть равенство параметров S S= =11 22 = ,S33 0  и 
идеальную развязку между входными плечами 
сумматора S12 = 0 можно достигнуть, если:
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В таком случае матрица рассеяния для идеаль-
ного делителя примет вид
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Моделирование сложения импульсов
Для анализа схем суммирования была постро-

ена модель генератора, описанная в [13] и изобра-
женная на рис. 2. При параллельном подключении 
двух генераторов к одной нагрузке было выяснено, 
что на выходе системы формируются импульсы 
колокольной формы, но при этом не наблюдается 
увеличения амплитуды, а длительность импульса 
растет почти вдвое.

Затем был рассчитан сумматор Уилкинсона, ко-
торый показал хорошее совпадение с теоретиче-
скими формулами, описанными выше. Для расши-
рения рабочей полосы сумматора была выполнена 
оптимизация его геометрических параметров. 
В  качестве оптимизируемых параметров исполь-
зовались радиус, ширина и длина микрополосков 
кольцевой части. Для оптимизации были заданы 
требуемые параметры для S12 в коридоре от –3 дБ 

Рис. 1. Кольцевой сумматор
Fig. 1. Ring adder

Рис. 2. Схема генератора импульсов с использованием диодов 
с накоплением заряда
Fig. 2. Circuit of a pulse generator using diodes with charge  
storage
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до –4 дБ, для S23 и S22 меньше –10 дБ – в полосе от 
0,5 до 5 ГГц.

В модели были учтены реальные параметры ди-
электрика FR4 (Er = 4,3, H = 0,8 мм, тангенс угла 
потерь – 0,025) и получены следующие параметры 
микрополоска кольцевой части.

– Толщина полоска – 0,7 мм.
– Сопротивление балластного резистора – 100 Ом.
– Было выбрано три радиуса кольца, показавших 

удовлетворительные характеристики: 5, 10 и 12 мм.
Выбранные параметры хорошо соответствуют 

сигналам, полученным с генераторов, описанных 
и промоделированных согласно [13]. Характери-
стики, полученные во время моделирования сум-

маторов с различными радиусами колец, пред-
ставлены на рис. 3.

Сложение импульсов 
без временного сдвига

Для подтверждения результатов моделирова-
ния было проведено экспериментальное иссле-
дование работы кольцевого сумматора. Печатная 
плата сумматора изготовлена из материала FR4 

толщиной 0,8 мм. Измеренные S-параметры изго-
товленных сумматоров представлены на рис. 4. Их 
измерение производилось с помощью векторного 
анализатора цепей Agilent PNA-L N5230A.

Для суммирования импульсов входы сумматора 
подключались к выходам двух идентичных генера-
торов СКИ [13]. Напряжение на выходе сумматора 
регистрировалось стробоскопическим осцилло-
графом DCA-X N86100D с входным сопротивлени-
ем 50 Ом и полосой пропускания 20 ГГц. 

Сумматоры по схеме Уилконсона были реализо-
ваны на печатных платах (рис. 5), и с их помощью 
производилось сложение импульсов с двух гене-
раторов. Длительности формируемых импульсов, 
измеренные на полувысоте, составляли 300 пс при 
амплитуде 31,3 В.

Значение амплитуды выходных импульсов для 
сумматоров:

– при радиусе 5 мм составила 37 В;
– при радиусе 10 мм – 36,4 В;
– при радиусе 12 мм – 33,5 В.
Увеличение амплитуды импульса менее чем в 

два раза объясняется наличием потерь в диэлек-

Рис. 3. S-параметры кольцевых сумматоров с радиусами 5, 10 и 12 мм
Fig. 3. S-parameters of ring adders with radii of 5, 10 and 12 mm
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трике платы. Как видно на рис. 4, параметры S12 
для всех сумматоров ниже –3 дБ во всей полосе, 
а на частотах выше 3 ГГц характеристики ухудша-
ются.

Формирование биполярного импульса
Для формирования биполярного импульса ис-

пользовались генераторы колокольных импульсов 
разной полярности. Отрицательный импульс по-
давался на вход сумматора с задержкой относи-
тельно положительного. Импульсы на выходах ге-
нераторов изображены на рис. 6, а. Их амплитуды 
также составляли 30 В при длительности 300 пс на 
полувысоте.

Сформированный биполярный импульс пред-
ставлен на рис.  6,  б. Размах импульса составил 

33,1 В. Положительный выброс в конце импульса 
объясняется формой монополярных импульсов 
генераторов, в осциллограммах которых также 
имеются положительные выбросы. Данные вы-

бросы складываются кольцевым сумматором, 
формируя искажения. Следует отметить, что, под-
бирая задержку между положительным и отрица-
тельными импульсами, можно реализовать управ-
ление спектром генерируемого сигнала.

Заключение
В работе представлен кольцевой сумматор для 

сложения сверхширокополосных импульсных сиг-
налов. Рабочая полоса частот сумматора по уров-
ню –20 дБ находится в диапазоне от 0,5 до 5 ГГц. 
Экспериментально удалось выполнить сложение 

Рис. 4. Теоретически рассчитанные и измеренные S-параметры сумматоров
Fig. 4. Theoretically calculated and measured S-parameters of adders

  
Рис. 5. Экспериментальные реализации сумматоров конструкции Уилкинсона на микрополосках
Fig. 5. Experimental implementations of Wilkinson microstrip adders
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двух импульсных сигналов субнаносекундной 
длительности. При этом амплитуда формируемо-
го сигнала увеличилась в 1,23 раза, длительность 
и форма при этом остались без изменения. Кро-
ме того, с использованием генераторов импульсов 

разной полярности удалось сформировать бипо-
лярный импульс.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда № 21-19-00323, https://rscf.ru/
project/21-19-00323/.

  
 а б
Рис. 6. Cформированные однополярные сверхкороткие импульсы (а) и биполярный импульс (б), полученный с помощью  
сумматора
Fig. 6. Formed unipolar ultrashort pulses (a) and bipolar pulse (b), obtained using an adder
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Generation of ultra-short pulses using the Wilkinson adder

Anatoly M. Bobreshov , Aleksey E. Elfimov, Vladislav A. Stepkin, Grigoriy K. Uskov 
Voronezh State University  
1, Universitetskaya Square,  
Voronezh, 394018, Russia

Abstract – In this work the possibility of increasing the amplitude of ultra-short pulses and formation of a monocycle 
Gaussian by adding signals from several oscillators was investigated. For this purpose, the ring adders of Wilkinson design were 
used. The design of which has been chosen due to low losses and high input decoupling. The S-parameters of the adders with 
different geometrical parameters have been simulated in the frequency band up to 5 GHz. The obtained results coincided with 
the experimentally measured characteristics. The monopulse amplitude was increased and a bipolar pulse shape was formed by 
adding ultrashort pulses of equal and different polarities using the adders. This approach allows you to adjust the parameters of 
the output signal by adjusting the delays of the triggering signals.

Keywords – UWP signals; ultra-short pulses; microwave; pulse addition; bell pulse; bipolar pulse; Gaussian monocycle; 
Wilkinson divider.
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Особенности генерации и распространения 
сверхнизкочастотных волн, возбуждаемых в ионосфере 
Земли, при воздействии мощного КВ-радиоизлучения

А.С. Белов 
Филиал РФЯЦ-ВНИИЭФ «НИИИС имени Ю.Е. Седакова»  

603137, Россия, г. Нижний Новгород,  
ул. Тропинина, 47

Аннотация – Приведены результаты экспериментальных исследований характеристик сверхнизкочастотных 
излучений, возбуждаемых во внешней ионосфере при нагреве ионосферной плазмы излучением высокоширотного 
нагревного стенда EISCAT-heating. Эксперименты были выполнены в период 2006–2010 гг. с использованием двух 
основных схем генерации, включающих воздействие с помощью промодулированного по мощности излучения нагревного 
стенда и двух немодулированных волн накачки с расстройкой по частоте. In-situ измерения характеристик плазменно-
волновых возмущений проведены на высотах внешней ионосферы Земли с помощью бортовой аппаратуры микроспутника 
DEMETER. В работе определены основные пространственные, амплитудные и спектральные характеристики 
генерируемых низкочастотных излучений. Показано, что характерный размер области регистрации сверхнизкочастотных 
излучений составляет порядка 400–600 км вдоль траектории движения микроспутника DEMETER. Пространственное 
положение области регистрации определяется как используемой схемой генерации, так и распределением фоновой 
концентрации плазмы. Амплитуда напряженности электрического поля сверхнизкочастотных излучений на высотах 
внешней ионосферы Земли составляет 50–330 мкВ/м.

Ключевые слова – низкочастотные излучения; in-situ измерения; нагрев ионосферы.

Введение
Магнитосфера, являясь верхней частью атмос-

феры Земли, определяющим образом влияет как 
на характер жизнедеятельности на Земле, так 
и, как одна из частных технических проблем, на 
функционирование глобальных космических си-
стем.

Особую опасность для низкоорбитальных кос-
мических аппаратов представляют потоки высо-
коэнергичных электронов и протонов радиацион-
ных поясов [1; 2]. Для перспективного поколения 
космических аппаратов с высокоинтегрирован-
ной бортовой электроникой потоки высокоэнер-
гичных частиц являются основным фактором, 
резко ограничивающим их сроки функциониро-
вания. В связи с этим крайне актуальной задачей 
являются не только контроль и прогнозирование, 
но и управление состоянием радиационных по-
ясов Земли.

Важную роль в динамике околоземной плазмы 
играют низкочастотные электромагнитные вол-
ны. Низкочастотные радиоволны сверх- и очень 
низкочастотного диапазонов эффективно взаи-
модействуют с высокоэнергичными протонами 
и электронами радиационных поясов на цикло-
тронном резонансе [3]. В результате этого взаи-
модействия изменяется питч-угол энергичных 

частиц, приводя к высыпаниям их в ионосферу 
Земли. По этой причине контролируемое возбуж-

дение низкочастотных радиоволн в магнитосфере 
может обеспечивать снижение числа высокоэнер-
гичных частиц [4; 5].

Основная сложность практического использо-
вания этих волн для регулирования населенности 
радиационных поясов состоит в том, что взаимо-
действие волна – частица наиболее эффективно 
происходит в нелинейном режиме, зависящем 
от амплитуды волны. Когда амплитуда достигает 
порогового значения, начальный сигнал может 
быть усилен при взаимодействии с энергичными 
частицами, и в результате этого, он явится ини-
циатором вторичных интенсивных излучений. 
Поэтому увеличение эффективности возбуждения 
низкочастотных излучений в околоземной плаз-
ме является достаточно широко развиваемым на-
правлением в области космической погоды. При 
этом одним из наиболее результативных методов 
воздействия считается нагрев ионосферы мощ-

ным коротковолновым радиоизлучением назем-

ных специальных установок – нагревных стендов.
Существуют две основные схемы генерации 

низкочастотных излучений с использованием на-
гревных стендов.

Первая схема эффективно реализуется в ио-
носферных экспериментах с помощью промоду-
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лированного по мощности излучения нагревного 
стенда. Реализацию данной схемы можно пред-
ставить следующим образом. При воздействии 
модулированным излучением на ионосферную 
плазму изменяется температура электронов eT∆  
в возмущенной области ионосферы, вызывающая 
модуляцию частоты столкновений электронов. 
Изменение частоты столкновений вызывает моду-
ляцию ионосферной проводимости в облучаемой 
области токовой струи, а как следствие этого  – 
нелинейный переменный ток, который является 
искусственным ионосферным источником низ-
кочастотного радиоизлучения («эффект Гетман-
цева»)  [6]. Зависимость интенсивности генериру-
емых низкочастотных сигналов, принимаемых 
наземными средствами регистрации, от парамет-
ров токовой струи исследовалась во многих рабо-
тах (см., например, [7; 8]). В них было установлено, 
что в полярных широтах интенсивность излуче-
ния на частотах модуляции зависит от силы тока 
в авроральной электроструе и расстояния от нее 
до центра области воздействия. Высокие значения 
амплитуды генерируемых низкочастотных волн в 
основном наблюдаются при усилении тока элек-
троструи во время геомагнитных возмущений.

Вторая схема, впервые реализованная в экспе-
риментах на нагревном стенде «Сура» [9], основа-
на на одновременном излучении двух немодули-
рованных волн накачки, имеющих расстройку по 
частоте. Интерференционная картина высокоча-
стотных радиоволн двух подрешеток формирует 
возмущения ионосферного тока ,eJδ  которые бу-
дут двигаться со сверхсветовой скоростью, а сам 
ток являться виртуальным источником излучения 
на разностной частоте F в случае выполнения ус-
ловия:

,pumpF f d h>  (1)

где pumpf  – несущая частота волны накачки; d  – 
расстояние между фазовыми центрами источни-
ков; h  – высота.

В случае выполнении условия (1) возможно зна-
чительное (на 10–20 дБ) увеличение уровня воз-
буждаемых низкочастотных сигналов [10] по срав-
нению с первой схемой.

Несмотря на значительный объем исследова-
ний, выполненных по данным схемам генерации 
в основном с использованием наземных средств 
регистрации, характеристики искусственных 
низкочастотных излучений на высотах внешней 
ионосферы Земли остаются сравнительно мало-
изученными.

В настоящей работе представлены результаты 
экспериментальных исследований характеристик 
СНЧ-излучений (диапазон 30–3000 Гц), индуциру-
емых на высотах внешней ионосферы при нагреве 
ионосферной плазмы излучением высокоширот-
ного нагревного стенда EISCAT-heating (69,58° N, 
19,22° E) [11] с использованием обеих схем генера-
ции в период 2006–2010 гг.

В проведенных экспериментах воздействие 
осуществлялось в поздние вечерние часы мощ-

ными радиоволнами X-поляризации, являющи-
мися наиболее эффективными для генерации 
СНЧ-излучений [12]. Характеристики электромаг-
нитных и плазменных возмущений измерялись на 
высотах ~660 км с помощью бортовой аппаратуры 
микроспутника DEMETER [13]. В измерениях ис-
пользовался режим регистрации «burst mode», во 
время которого вся приемная аппаратура микро-
спутника работала с максимальной скоростью 
оцифровки данных.

В проведенных сеансах нагрева микроспутник 
DEMETER пересекал возмущенную область ио-
носферы, двигаясь с юго-восточного направления 
на северо-запад.

Кроме того, следует отметить, что по догово-
ренности с центром управления DEMETER его 
измерительная аппаратура специально включа-
лась на короткое время, когда спутник пролетал в 
области над нагревным стендом EISCAT-heating, 
хотя в стандартном режиме функционирования 
она была отключена на широтах выше 60° N.

1. Результаты in-situ измерений 
характеристик CНЧ-излучений, 
возбуждаемых при воздействии 

промодулированного по мощности 
излучения нагревного стенда

Всего было проведено более 10 сеансов нагре-
ва в режиме воздействия на околоземную плаз-
му промодулированного по мощности излучения 
нагревного стенда EISCAT-heating. В экспери-
ментах мощные КВ-радиоволны излучались на 
частоте  pumpf = 4040  кГц (в ряде экспериментов – 
3950 кГц) с эффективной мощностью излучения 

effP 180   МВт. При этом КВ-радиоизлучение 
было промодулировано по амплитуде в режиме 
меандр с глубиной модуляции 100  %. Нагревный 
стенд EISCAT-heating, как правило, включался на 
15 минут за 10 минут до расчетного времени про-
лета микроспутника DEMETER через центр воз-
мущенной силовой трубки геомагнитного поля.
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Характерные результаты экспериментов были 
получены для сеансов нагрева, выполненных 
03.03.2010 и 12.03.2010. В этих сеансах применял-
ся циклический режим изменения частоты моду-
ляции с использованием следующих ее значений: 
230 и 1178 Гц. Длительность излучения на каждой 
частоте 1 с.

На рис. 1 и 2 представлены результаты наблю-

дений генерации искусственных СНЧ-излучений 
на частотах модуляции волны накачки для сеанса 
03.03.2010. Эти измерения были выполнены в до-
статочно спокойных геомагнитных условиях для 
значений индексов pK += 2  и AE = 229  нТл.

На рис. 1 панель (а) приведена в диапазоне частот 
до 2000 Гц спектральная плотность сигнала xE  с 
электрической антенны прибора ICE микроспут-
ника DEMETER, ортогональной к направлению 
геомагнитного поля. Фрагменты спектрограммы 
в диапазоне частот 200–300 Гц и 1100–1250 Гц пред-
ставлены на панелях (б) и (в) рис. 1 соответственно.

Вариации величины напряженности электри-
ческого поля, выделенной в полосе ,f∆ = 4 9  Гц на 

частотах модуляции волны накачки, приведены 
на панелях (а) и (б) рис. 2. Кроме того, на рис. 2, г 
построена траектория движения микроспутника 
DEMETER на h = 100  км, полученная путем па-
раллельного переноса вдоль геомагнитного поля 
с высоты орбиты 660 км (звездочкой отмечено по-
ложение центра области нагрева). Зависимость от 
времени его расстояния D  до центра области на-
грева показана на панели (в) рис. 2.

На представленной на рис. 1 динамической 
спектрограмме четко видна генерация искус-
ственного СНЧ-излучения на частотах модуля-
ции волны накачки. Амплитуда напряженности 
электрического поля низкочастотных сигналов 
по данным, представленным на рис. 2, составила 
~50 мкВ/м на частоте 230 Гц и ~150 мкВ/м на ча-
стоте 1178 Гц. СНЧ-излучение регистрировалось в 
течение порядка 1 мин на расстояниях от области 
наибольшего сближения до 180 км в северном на-
правлении и до 240 км в направлении на юг.

Область регистрации стимулированного низко-
частотного излучения, отмеченная на рис. 2, имеет  

Рис. 1. Динамические спектрограммы сигнала xE  с электрической антенны микроспутника DEMETER, ортогональной к направ-
лению геомагнитного поля, для сеанса нагрева 03.03.2010
Fig. 1. Dynamic spectrograms of the signal xE  from the microsatellite DEMETER electric antenna orthogonal to the direction of the 
geomagnetic field for the heating session dated March 3, 2010



56
Белов А.С. Особенности генерации и распространения сверхнизкочастотных волн ...

Belov A.S. Features of generation and propagation of the extremely low frequency waves ...

Рис. 2. Вариации величины напряженности электрического поля, выделенной в полосе ,f∆ = 4 9  Гц на частотах модуляции волны 
накачки (панели (а) и (б)), и параметры траектории пролета DEMETER (панели (в) и (г)) для сеанса 03.03.2010
Fig. 2. Variations of the electric field strength magnitude identified in the band ,f∆ = 4 9  Hz at the pump wave modulation frequencies 
(panels (a) and (b)) and parameters of the DEMETER flight trajectory (panels (c) and (d)) for the session dated March 3, 2010

Рис. 3. Динамические спектрограммы сигнала xE  для сеанса нагрева 12.03.2010
Fig. 3. Dynamic spectrograms of the signal xE  for the heating session dated March 12, 2010
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максимум, смещенный в северном направлении на 
20 км относительно области наибольшего сближе-
ния микроспутника с центром зоны нагрева. При 
этом распределение плотности электронов на вы-

соте орбиты микроспутника DEMETER в рассма-
триваемой области было достаточно однородным.

Для сеанса, проведенного 12.03.2010, на рис. 3 
приведены динамические спектрограммы сигна-
ла xE  с электрической антенны, ортогональной 
к направлению геомагнитного поля. Геомагнит-
ные условия проведения измерений были близки 
к сеансу 03.03.2010: значения индексов pK −= 2  и 
AE = 57  нТл.

Вариации величины напряженности электри-
ческого поля, выделенной в полосе   ,f∆ = 4 9  Гц 
на частотах модуляции волны накачки, приведе-
ны для данного сеанса на рис.  4. Кроме того, на 
рис. 4 (панели (б) и (в)) приведены данные для сеан-
са 12.03.2010 о траектории пролета микроспутника 
DEMETER аналогично рис. 2.

Амплитуда напряженности электрического 
поля СНЧ-излучений по данным, представлен-
ным на рис.  4, составила ~330 мкВ/м на частотах 
230 и 1178 Гц. СНЧ-излучение регистрировалось 
в течение порядка 50 с на расстояниях от обла-
сти наибольшего сближения до 165 км в северном 
направлении и до 200 км в направлении на юг. 
Максимальные значения напряженности элек-

трического поля СНЧ-излучений регистрируются 
в области, смещенной в южном направлении на 
70 км относительно области наибольшего сближе-
ния микроспутника с центром зоны нагрева.

Проведенные измерения плотности плаз-
мы с помощью бортовой аппаратуры спутника 
DEMETER (рис.  5) показали, что распределение 

eN  носит на высоте 660 км существенно неодно-
родный характер. Зона максимальных регистри-
руемых значений напряженности поля находится 
вблизи полярной стенки высокоширотного прова-
ла, которая на меньших высотах, исходя из моде-
лей ионосферы (например, модель IRI [14]), смеще-
на в область более низких широт.

Подобное распределение ,eN  согласно расче-
там, выполненным в [15], приводит к изменению 

Рис. 4. Вариации величины напряженности электрического поля, выделенной в полосе ,f∆ = 4 9  Гц на частотах модуляции волны 
накачки (панели (а) и (б)), и параметры траектории пролета DEMETER (панели (в) и (г)) для сеанса 12.03.2010
Fig. 4. Variations of the electric field strength magnitude identified in the band ,f∆ = 4 9  Hz at the pump wave modulation frequencies 
(panels (a) and (b)) and parameters of the DEMETER flight trajectory (panels (c) and (d)) for the session dated March 12, 2010

Рис. 5. Результаты измерений с использованием прибора ISL 
микроспутника DEMETER плотности eN  в сеансе, проведен-
ном 12.03.2010
Fig. 5. Measurement results using ISL instrument of DEMETER 
microsatellite eN  density for the session dated March 12, 2010
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траектории распространения низкочастотных из-
лучений и, следовательно, смещению области ре-
гистрации СНЧ-сигналов.

2. Результаты in-situ измерений 
характеристик CНЧ-излучений, 
возбуждаемых при воздействии 

на ионосферу Земли двух 
немодулированных волн накачки 

с расстройкой по частоте
В данном режиме воздействия в поздние вечер-

ние часы был проведен всего один сеанс 08.11.2010, 
для которого значения индексов геомагнитной ак-
тивности составляли pK += 1  и AE = 145  нТл.

В эксперименте антенная решетка стенда раз-
делялась на две подрешетки. Одна из антенных 
подрешеток запитывалась от шести передатчиков 
на одной несущей частоте ,pumpf  другая – от ше-
сти других коротковолновых радиопередатчиков 
на частоте .pumpf F+  Каждая из подрешеток со-
стояла из 3 рядов по 6 скрещенных диполей. Под-
решетка, излучающая на частоте ,pumpf  была про-
странственно смещена в северном направлении 
относительно второй подрешетки. Расстояние 
между фазовыми центрами излучающих подреше-
ток d = 135  м. Значение расстройки частот F  со-
ставляло 1178 Гц.

К сожалению, представленная комбинация па-
раметров воздействия является неоптимальной 

(условие (1) не выполнено) для постановки экспе-
риментов со сверхсветовым источником. В то же 
время скорость перемещения максимумов ин-
терференционного поля близка к скорости света, 
когда период допустимой расстройки становится 
сравним со временем установления возмущений 
температуры электронов на высотах генерации 
НЧ-излучений, что и реализуется в данном экспе-
рименте.

На рис. 6 приведена для сеанса 08.11.2010 дина-
мическая спектрограмма сигнала xE  с электриче-
ской антенны, ортогональной к направлению гео-
магнитного поля в диапазоне частот до 2500  Гц. 
На  спектрограмме в диапазоне частот 1300–
1600  Гц наблюдаются электростатические сигна-
лы на гармониках ионно-циклотронной частоты.

Вариации величины напряженности электри-
ческого поля, выделенной в полосе   ,f∆ = 4 9  Гц на 
частоте F, приведены на панели (а) рис. 7. Кроме 
того, на рис. 7 (панели (б) и (в)) приведены данные 
о траектории пролета микроспутника DEMETER 
аналогично рис. 2 и 4.

Амплитуда напряженности электрического 
поля xE  на частоте F  составила порядка 50 мкВ/м. 
СНЧ-излучение регистрировалось в течение 80 с 
на расстояниях от центра области нагрева до 
200 км в южном направлении и до 400 км в направ-
лении на север.

Область регистрации стимулированного низ-
кочастотного излучения, отмеченная на рис.  7,  

Рис. 6. Динамические спектрограммы сигнала xE  для сеанса нагрева 08.11.2010
Fig. 6. Dynamic spectrograms of the signal xE  for the heating session dated November 8, 2010
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имеет существенно неоднородную пространствен-
ную структуру. В ней можно выделить две харак-
терные области:

– зона с наибольшей интенсивностью излучения 
(«зона 1») с поперечным масштабом порядка 60 км, 
смещенная относительно центра области нагрева 
в северном направлении на 110 км;

– зона с интенсивностью сигнала до 30 мкВ/м 
(«зона 2»), имеющая протяженность вдоль траек-
тории движения микроспутника DEMETER 85 км 
и зарегистрированная пространственно симме-
трично относительно центра области нагрева.

Результаты моделирования пространствен-
ной структуры возбуждаемых по данной схеме 
СНЧ-излучений представлены в работе [16]. По-
лученные в настоящей работе пространственные 
характеристики области регистрации в целом 
соответствуют результатам численного модели-
рования. Пространственное распределение воз-
буждаемых СНЧ-излучений имеет неоднородную 
структуру, более вытянутую в северном направ-
лении, с зоной с наибольшей интенсивностью 
сигнала, смещенной также на север на расстоя-
ние порядка 50–100  км от центра области нагре-
ва. Данная структура реализуется при условии, 
что подрешетка, излучающая на частоте ,pumpf  
пространственно смещена на север относитель-
но второй подрешетки, работающей на частоте 

,pumpf F+  что и было осуществлено в эксперимен-
те «EISCAT-heating – DEMETER».

Амплитуда возбуждаемых на частотах 1–2 кГц в 
данном режиме воздействия СНЧ-излучений со-

гласно работам [9; 16] меньше значений, соответ-
ствующих традиционной схеме генерации низко-
частотных волн с помощью промодулированного 
по амплитуде излучения нагревного стенда, что 
также подтверждается результатами натурного 
эксперимента.

Следует отметить, что для получения полной 
достоверной картины генерации и распростра-
нения низкочастотных сигналов в рамках данной 
схемы воздействия требуются проведение допол-
нительных экспериментальных исследований и 
набор статических данных.

Заключение
Все представленные экспериментальные ис-

следования проводились в спокойных геомагнит-
ных условиях при достаточно низкой амплитуде 
тока электроструи. Полученные в выполненных 
исследованиях результаты позволяют сформули-
ровать следующие выводы, касающиеся свойств 
и особенностей генерации СНЧ-излучений при 
модификации высокоширотной ионосферы Зем-

ли мощными высокочастотными радиоволнами 
Х-поляризации, излучаемыми нагревным стен-
дом EISCAT-heating в поздние вечерние часы:

– эффективная генерация СНЧ-излучений в ио-
носферной плазме имеет место даже в очень спо-
койных геомагнитных условиях;

– характерный размер области регистрации 
СНЧ-излучений составляет порядка 400-600  км 
вдоль траектории движения микроспутника 
DEMETER;

Рис. 7. Вариации величины напряженности электрического поля, выделенной в полосе ,f∆ = 4 9  Гц на частоте расстройки двух 
немодулированных волн накачки (панель (а)), и параметры траектории пролета DEMETER (панели (б) и (в)) для сеанса 08.11.2010
Fig. 7. Variations of the electric field strength magnitude identified in the band ,f∆ = 4 9  Hz at the detuning frequency of two unmodu-
lated pump waves (panel (a)) and parameters of the DEMETER flight trajectory (panels (b) and (c)) for the session dated November 8, 2010
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– пространственное положение области реги-
страции максимального уровня СНЧ-сигналов, 
возбуждаемых в результате эффекта нелинейной 
демодуляции амплитудно-модулированной мощ-

ной радиоволны, в значительной мере опреде-
ляется распределением фоновой концентрации 
плазмы;

– область регистрации низкочастотных сигна-
лов, возбуждаемых при использовании двух не-
модулированных волн накачки с расстройкой по 
частоте, имеет неоднородную пространственную 
структуру со смещенной относительно центра об-
ласти нагрева в северном направлении на рассто-
яние порядка 100 км зоной наибольшей интенсив-
ности излучения;

– амплитуда напряженности электрического 
поля xE  СНЧ-излучений на высотах внешней ио-
носферы Земли составляет 50-330 мкВ/м.

Пространственные характеристики области ре-
гистрации СНЧ-излучений на высотах верхней ио-
носферы Земли, генерируемых по традиционной 
схеме, соответствуют результатам экспериментов, 

выполненных на нагревном стенде HAARP [17]. 
Полученные уровни напряженности электриче-
ского поля СНЧ-излучений также соответствуют 
результатам измерений в экспериментах HAARP-
DEMETER даже с учетом того, что эффективная 
мощность излучения стенда HAARP более чем в 
два раза превосходила величину effP  для стенда 
EISCAT-heating.

Представленные данные in-situ измерений ха-
рактеристик СНЧ-излучений, возбуждаемых при 
воздействии на ионосферу двух высокочастотных 
волн накачки, имеющих расстройку по частоте, 
в целом соответствуют результатам численного 
моделирования и ранее выполненных наземных 
измерений. Зарегистрированные здесь значе-
ния напряженности электрического поля СНЧ-
излучений оказались сопоставимы с величинами 
по традиционной схеме генерации даже при неоп-
тимальной комбинации параметров воздействия.

Автор выражает благодарность Фролову В.Л. и 
Благовещенской Н.Ф. за предоставленные исходные 
данные, полезные дискуссии и замечания.
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Features of generation and propagation of the extremely 
low frequency waves excited in the ionosphere under 

the powerful HF radioemission influence

Alexey S. Belov 
Branch of RFNC-ARIEP «RIMS named after Yu.E. Sedakov»  

47, Tropinin Street,  
Nizhny Novgorod, 603137, Russia

Abstract – The experimental results of the extremely low frequency emission characteristics excited in the outer ionosphere 
under the ionospheric plasma heating by high-latitude EISCAT facility are presented. The experiments have been conducted in 
the period of 2006–2010 yr. using two main schemes of extremely low frequency generation including the impact of the heating 
facility amplitude modulated emission and two unmodulated pump waves with the frequency detuning. In-situ measurements 
of the plasma wave disturbances were performed at the outer ionosphere heights using on-board equipment of DEMETER 
microsatellite. In work the spatial, amplitude and spectral characteristics of the generated extremely low frequency emissions 
are determined. It is shown that the characteristic size of the extremely low frequency emission is about 400–600 km along the 
trajectory of the DEMETER microsatellite. The registration area spatial position is determined by both the applied generation 
scheme and the background plasma density distribution. The extremely low frequency emission electric field strength at the 
Earth’s outer ionosphere heights is 50–330 μV/m.

Keywords – low-frequency emissions; in-situ measurements; ionospheric heating.
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Совместное применение технологий снижения 
радиолокационной заметности и противорадиолокационной 

маскировки для защиты летательных аппаратов 
от систем дистанционного мониторинга

С.Н. Разиньков, О.Э. Разинькова
ВУНЦ ВВС «Военно-воздушная академия имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина»  

394064, Россия, г. Воронеж,  
ул. Старых Большевиков, 54а

Аннотация – С использованием спектральных энергетических уравнений передачи-приема волновых процессов 
в радиоканале с рассеянием на объекте и прямом радиоканале проведен анализ энергетических соотношений 
информационных сигналов и активных маскирующих помех на входах приемников систем дистанционного мониторинга. 
Меры по снижению заметности направлены на изменение отражательных сигнатур объектов в интересах сокращения 
демаскирующих признаков, содержащихся во вторичном электромагнитном излучении, до пределов, исключающих 
выполнение задач радиолокационного мониторинга на установленных дистанциях и интервалах времени. Активные 
помехи предназначены для маскировки информационных сигналов в приемных каналах радиолокаторов при мощности, 
не позволяющей выявлять их постановщики средствами пассивной радиолокации. При совместном применении средств 
снижения заметности и постановщиков активных помех коэффициент уменьшения дальности действия радиолокатора 
определяется произведением коэффициента, характеризующего возможности автономной маскировки информационных 
сигналов, и коэффициента, достижимого за счет уменьшения мощности вторичного электромагнитного излучения, 
во второй степени. Исследованы закономерности повышения скрытности летательных аппаратов от радиолокационного 
наблюдения при совместном применении технологий снижения радиолокационной заметности и маскировки 
преднамеренными помехами, создаваемыми с бортов защищаемых объектов и из вынесенных точек. Для сохранения на 
выходе приемника требуемого отношения сигнал – шум с уменьшением длительности зондирующего сигнала необходимо 
пропорционально увеличивать плотность излучаемой энергии. При заданных размерах антенн максимальная дальность 
передачи сигнала пропорциональна корню квадратному их циклической частоты несущей; увеличение данного параметра 
приводит к повышению парциальных коэффициента направленного действия и эффективной площади антенны. 
С уменьшением циклической частоты несущей зондирующего сигнала для сохранения требуемых направленных свойств 
антенн необходимо увеличивать их габариты.

Ключевые слова – радиолокационная заметность; противорадиолокационная маскировка; энергетическое уравнение 
радиоканала.

Введение
Совершенствование технических характеристик 

радиолокационных станций (РЛС) и реализация 
способов обнаружения и распознавания воздуш-

ных объектов, совершающих обманные маневры и 
полеты на малых высотах, при критически низких 
уровнях различимости информационных сигналов 
на фоне шумов приемных устройств [1] определяют 
важность повышения эффективности защиты лета-
тельных аппаратов (ЛА) от систем дистанционного 
мониторинга воздушного пространства.

Один из путей обеспечения скрытности приме-
нения ЛА базируется на совместном использовании 
технологий снижения радиолокационной заметно-
сти [2] и маскировки активными помехами [3]. Меры 
по снижению заметности направлены на изменение 
отражательных сигнатур объектов [2] в интересах 
сокращения демаскирующих признаков, содержа-
щихся во вторичном электромагнитном излучении, 

до пределов, исключающих выполнение задач радио-
локационного мониторинга на установленных 
дистанциях и интервалах времени. Активные ма-
скирующие помехи предназначены для энергети-
ческого подавления информационных сигналов в 
приемных каналах радиолокаторов при мощно-
сти, не позволяющей выявлять их постановщики 
средствами пассивной радиолокации [1; 3]. Поме-
хи могут создаваться с борта защищаемого ЛА в 
режиме самоприкрытия (индивидуальной защиты), 
а также из вынесенной точки в режиме прикры-

тия из зон (индивидуально-взаимной защиты) [3].
Эмерджентный характер разнородных техно-

логий защиты обусловлен тем, что уменьшение 
эффективных площадей рассеяния (ЭПР), ха-
рактеризующих предельную фоновую контраст-
ность объектов, снижает требования к мощности 
маскирующих излучений, способных нарушать 
устойчивость процессов радиолокационного мо-
ниторинга. При совместном применении средств 
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снижения заметности и постановщиков активных 
помех коэффициент уменьшения дальности дей-
ствия радиолокатора определяется произведе-
нием коэффициента, характеризующего возмож-

ности автономной маскировки информационных 
сигналов, и коэффициента, достижимого за счет 
уменьшения мощности вторичного электромаг-
нитного излучения, во второй степени [3].

Таким образом, кооперирование способов за-
щиты обусловливает синергетический эффект 
прироста скрытности ЛА относительно показате-
ля, достижимого при мультипликативном объеди-
нении результатов уменьшения ЭПР и постановки 
преднамеренных помех РЛС.

В предлагаемой работе на основе спектральных 
энергетических уравнений передачи-приема вол-
новых процессов в радиоканалах [4; 5] получены 
энергетические соотношения информационных 
сигналов и активных помех на входах приемников 
РЛС и оценены их уровни, обеспечивающие скрыт-
ность ЛА при снижении ЭПР.

Цель работы – анализ закономерностей маски-
ровки информационных сигналов активными по-
мехами и оценка достижимых показателей умень-
шения дальности действия РЛС при совместном 
применении средств снижения заметности и ком-

плексов индивидуальной и индивидуально-взаим-
ной защиты ЛА.

1. Энергетические уравнения 
передачи-приема информационных 

сигналов РЛС
Для нахождения зависимости энергии ( )( )Rq

RW θ  
информационных сигналов РЛС с зондирующим 
излучением в виде последовательности импульсов 
с периодом повторения RÒ  от направления при-
хода информационного сигнала θ  используем 
спектральное энергетическое уравнение переда-
чи-приема негармонических волновых процессов в 
радиоканале с рассеянием на объекте [5]:

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

,

, , ,

R R

R

R Rq q
R R

R

q
R

P T
W D

R

A d

w +∆w

w −∆w

w

θ = w θ ×
p ∆w

× σ w θ w θ w

∫
0

0

2

2 4
216  (1)

где RÐ  – средняя мощность зондирующего излуче-

ния; ( )( ),Rq
RD w θ  – парциальный коэффициент на-

правленного действия антенны в режиме излучения 

сигналов; ( ) ( ),Rq
RA w θ  – парциальная эффектив-

ная площадь антенны в режиме приема сигналов; 

( ),wσ w θ  – парциальное распределение ЭПР-цели; 

RR  – расстояние между РЛС и объектом; w 0  и 
∆w  – среднее значение и ширина полосы цикличе-
ских частот w  сигнала на входе приемника.

Монотонное убывание энергии информацион-

ного сигнала РЛС ( )( )Rq
RW θ  по мере возрастания 

дальности до цели по закону RR
−4  при любых зна-

чениях θ  обусловлено тем, что величина RR  пре-
вышает границы дальних зон объекта и антенн РЛС 
[4; 5] на верхних частотах эквивалентных спектров 
зондирующего и информационного сигналов [6].

При равномерном синхронном возбуждении 
приемоизлучающей поверхности с монотонно 
убывающим на краях распределением токов высо-
кочастотным сигналом парциальный КНД антен-
ны удовлетворяет распределению [7]:

( )( ) ( )( )0, ,

; ,

R

R R

q

q q
R RD D

 w
 w θ = θ
 w
 

 ∆w ∆w
w∈ w − w + 

 

0

0 02 2

 (2)

где ( )( )0
Rq

RD θ  – парциальный КНД антенны на ци-
клической частоте ;w 0  Rq  – показатель степени 
распределения (2) в полосе циклических частот ;∆w  
для согласования диапазонных антенных систем с 
распределительными линиями значения Rq  долж-

ны изменяться в пределах от 0 до 2. Согласно [5; 8], 
показатель Rq = 0  характерен для парциальных 
КНД щелевых антенных решеток и зеркальных 
антенн с частотно-независимыми облучателя-
ми и рефлекторами с монотонно изменяющими-
ся коэффициентами отражения. Значение Rq = 1  
целесообразно использовать при представлении 

зависимостей ( )( ),Rq
RD w θ  для антенных решеток 

волноводного типа с линейными передаточными 
функциями фидерных трактов. Степенными функ-
циями с показателем Rq = 2  представляются зави-
симости (2) для зеркальных антенн с облучателями, 
положение фазовых центров которых зависит от 
текущего значения циклической частоты спектра 
сигнала.

По аналитическим свойствам угловых зависимо-

стей парциальных КНД ( )( )0
Rq

RD θ  указанные антен-
ные системы могут быть объединены в две группы.

Для антенн первой группы ( ),p = 1  к числу кото-
рых относятся зеркальные антенны, содержащие 
рефлекторы с монотонно изменяющимися ко-
эффициентами отражения ( )Rq = 0  и облучатели с 
переменным положением фазовых центров ( ),Rq = 2  
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распределение ( )( )0
Rq

RD θ  может быть представлено 
выражением

( )( ) ( ),

0 cos ,RR
qq

RRD Dθ = θ
1 2

0     , ,Rq = 0 2  (3)

где ( ),

0
Rq

RD
1

 – коэффициент, равный значению функ-
ции (3) при .θ = 0

Для антенных решеток щелевого ( )Rq = 0  и вол-
новодного ( )Rq = 1  типов, образующих вторую груп-
пу антенных систем ( ),p = 2  парциальные КНД на 
циклической частоте w 0  вычисляются по правилу

( )( ) ( ),

0 cos ,RR
qq

RRD D
 θ

θ =  
 

2 4
0 2

    , .Rq = 0 1  (4)

где ( ) ( )( ),

0
R R
q q

R RD D= θ =
2

0 0  – коэффициент, вычисля-

емый по аналогии с ( ),

0
Rq

RD
1

 для распределения (4).
Исходя из принципа взаимности направленных 

свойств передающих и приемных антенн [8] и ис-
пользуя соотношение между КНД и эффективной 
площадью антенны на центральной циклической 

частоте [8; 9], взаимосвязь функции ( ) ( ),Rq
RA w θ  с 

распределением ( )( ),Rq
RD w θ  в полосе циклических 

частот ∆w  представим в виде

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,

; ,

RR qq
R R R

c
A D q

p
w θ = w θ =

w

 ∆w ∆w
w∈ w − w + 

 

2

2

0 0

0 1 2

2 2

 (5)

где c  – скорость света.
Парциальные ЭПР отражателей с характер-

ными размерами a, удовлетворяющими условию 

,
à

c

w ≥ 5  в секторах углов ,θ  где выполняется тре-

бование sin ,
à

c

w θ ≤ 2  могут быть аппроксимирова-

ны степенной функцией [6]

( )
2

4
0, cos ,à

cw
   w θ

σ w θ = a    
   

4
2

  (6)

где 0a  – геометрический параметр, определяемый 
типом отражателя. Для уголковых отражателей с 
треугольными, прямоугольными и полукруглыми 
гранями длиной à  геометрический параметр при-
нимает значения 0 1 3 ,a = p  0 3a = p  и 0 3 4a = p  
соответственно; для квадратной пластины с дли-
ной стороны a, расположенной перпендикулярно 
направлению облучения, 0  1 ;a = p  для идеально 
проводящего диска и линзы Люнеберга радиуса à  
коэффициент 0  a = p  [9].

В результате подстановки (2) с учетом (3), (4), 
а также (5) (6) в (1) получим энергетические уравне-
ния для информационных сигналов РЛС:

– при Rq = 0
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– при Rq = 1
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– при Rq = 2
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где K∆w
∆w

=
w02

 – относительная полуширина по-

лосы сигнала РЛС.
Дальность действия РЛС пропорциональна кор-

ню квадратному из ширины полосы частот зонди-
рующих сигналов [5]; по ее предельному значению, 
при котором информационный сигнал различим 
на фоне шумов приемника, устанавливается мак-
симально возможный период следования зондиру-
ющих импульсов [9]. По мере сокращения периода 
следования импульсов при предельно допустимой 
средней плотности мощности излучения, ограни-
ченной требованиями к скрытности РЛС, пропор-
ционально снижается плотность энергии зондиру-
ющих сигналов [4]. При этом период следования 
импульсов находится из условий, что прием каж-

дого сигнала, отраженного от радиолокационной 
цели, осуществляется до начала излучения оче-
редного импульса [9], а за время облучения долж-

но быть принято число сигналов, обеспечива ющих 
при некогерентном накоплении отношение сиг-
нал – шум на входе приемника, необходимое для 
выполнения функций в радиолокационном мони-
торинге [3]. Средняя мощность передатчика РЛС 
при фиксированном уровне спектральной плот-
ности может быть повышена пропорционально 
ширине полосы, занимаемой сигналами, за счет 
увеличения частоты повторения [4].
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При Rq = 0  и Rq = 1  энергия информацион-
ного сигнала, занимающего полосу с относитель-
ной полушириной ,K∆w = 0 5 , возрастает на 8 % по 
сравнению с энергией информационного сигнала 
РЛС, оснащенной антенной с парциальным КНД, 
изменяющимся в диапазоне рабочих частот по ли-
нейному закону. За счет использования антенны с 
показателем зависимости Rq = 2  энергия сигнала 
увеличивается относительно уровня, достижимо-
го при применении антенн с частотно-независи-
мыми парциальными КНД, примерно на 50 %.

2. Энергетические уравнения 
передачи-приема помех РЛС

Энергию активных помех ( ) ( ) ,Íq

ÍW θ  создава-
емых комплексами индивидуальной и индивидуаль-
но-взаимной защиты ЛА, оценим с использованием 
спектрального энергетического уравнения переда-
чи-приема волновых процессов в прямом радиока-
нале [5]:

( )( )
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D A d
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× w θ w θ w∫
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2

2

2

4
 (10)

где ÍÐ  и ( )( ),Hq
ÍD w θ  – средняя мощность и пар-

циальный КНД антенны постановщика помех; 

ÍT   – период повторения импульсов в помеховой 
последовательности; ÍR  – расстояние между РЛС 
и постановщиком помех, превышающее грани-
цы дальних зон их антенных систем на верхних 
частотах эквивалентных спектров мешающих из-
лучений; в режиме самоприкрытия ЛА .Í RR R=  

Распределение ( )( ),Hq
ÍD w θ  находится на основе 

выражений (2)–(4) путем замены индекса «R» на 
«Н»; символ «qH» приобретает смысл показателя 
степенной функции, устанавливающей зависимость 
парциального КНД антенны постановщика помех 
от текущего значения циклической частоты в поло-
се .∆w

При представлении парциальных КНД антенн 
( )( ), ,Rq
RD w θ  Rq = , , ,0 1 2  и ( )( ), ,Hq

ÍD w θ  Íq =
= , ,0 1 2  степенными функциями и вычислении 

значений входящих в них выражений ( )( )Rq

RD θ0  и 
( )( )Íq

ÍD θ0  в соответствии с (3), (4) уравнение (10) при-
обретает вид
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– при Rq = 1
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– при Rq = 2
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Из (16)–(18) следует, что при использовании в РЛС 
и постановщике помех антенн с показателями пар-
циальных КНД Rq = 0  и ,Hq =2  Rq = 1  и , ,Hq =1 2  

Rq = 2  и ,Hq =0 1  парциальные моменты переда-



67
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2021. Т. 24, № 4. С. 63–71
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2021, vol. 24, no. 4, pp. 63–71

чи-приема сигналов сохраняются неизменными в 
полосе частот. При Rq = 0  и Hq =2  парциальный 
КНД антенны источника помех и парциальная 
эффективная поверхность антенны РЛС не зави-
сят от циклической частоты. Поэтому парциаль-
ный момент передачи-приема помех определяет-

ся произведением ( ),

0 ,
ð

RD
0

 Rq = , , ,0 1 2  , ,p = 1 2  и 
( ),

.ÍD
2 1
0  Для таких антенн характерны минимальные 

потери излучаемой энергии, обусловленные филь-
трацией низкочастотных составляющих спектров [4]. 
Вместе с тем антенны с независимыми от частоты 
парциальными КНД имеют низкую эффективность 
передачи видеоимпульсов, спектральные функции 
которых содержат постоянные составляющие на ну-
левой циклической частоте.

Равные спектральные плотности мощности ре-
гулярных последовательностей импульсов обеспе-
чиваются при использовании антенн с постоян-
ными или изменяющимися по линейному закону 
парциальными КНД с одинаковыми значениями 
на центральной циклической частоте диапазона. 
Для передачи сигнала с относительной полуши-
риной полосы частот ,K∆w = 0 5  может быть ис-
пользована антенна КНД, пропорционального те-
кущему значению циклической частоты во второй 
степени, величина которого на центральной ци-
клической частоте составляет 0,92 относительно 
КНД с парциальным распределением при .Rq = 0

Период следования импульсов, занимающих 
полосу циклических частот с относительной по-
лушириной , ,K∆w = 0 5  в радиоканале с антенна-
ми, показатели парциальных КНД которых удов-
летворяют соотношению ,R Hq q+ = 1  может быть 
снижен в 2,2 раза, что приводит к соответствующему 
увеличению передаваемой энергии.

3. Анализ эффективности 
защиты объектов от систем 

дистанционного мониторинга 
при автономном и совместном 

применении технологий снижения 
радиолокационной заметности и 

противорадиолокационной маскировки
Согласно (7)–(9), дальность действия РЛС про-

порциональна линейным размерам и существен-
но зависит от формы объекта [4; 5]. Энергия ин-
формационного сигнала, рассеянного уголковым 
отражателем с прямоугольными гранями, пре-
вышает уровень вторичного излучения уголково-
го отражателя с треугольными гранями в 9 раз. 
Замена уголкового отражателя с полукруглыми 

гранями на отражатель с треугольными гранями, 
характеризуемый меньшими значениями парци-
альных ЭПР, приводит к возрастанию отношения 
сигнал – шум на входе приемника РЛС в 2,25 раза 
вследствие более высоких значений парциальной 
ЭПР. Дальность обнаружения объекта в виде иде-
ально проводящей пластины, расположенной пер-
пендикулярно направлению прихода зондирующе-
го сигнала, превосходит расстояние, на котором 
достигаются тождественные вероятностно-вре-
менные показатели эффективности обнаружения 
идеально проводящего диска и линзы Люнеберга, 
в 1,77 раза. Максимальное значение ,RR  при ко-
тором информационный сигнал различим на фоне 
собственных шумов приемника, для пластины, 
перпендикулярной направлению облучения, пре-
вышает величину, достижимую для уголкового от-
ражателя с треугольными гранями, в 1,3 раза, для 
отражателей с прямоугольными и полукруглыми 
гранями – в 1,73 раза и 1,41 раза соответственно.

Высокой интенсивностью вторичного электро-
магнитного излучения характеризуются цилин-
дрические поверхности с резонансными и ква-
зиоптическими электрическими размерами в 
направлении нормалей к образующим [9; 10]. Ма-
лыми ЭПР при значительной ширине диаграмм 
рассеяния обладают клин и конус, облучаемый со 
стороны вершин, а также шар и эллипсоид в на-
правления большой оси [10].

При равных размерах проекций наибольшие 
ЭПР в широких секторах углов имеют двух- и 
трехгранные образования с углами при вершинах 
90°. Угловые зависимости ЭПР уголковых отража-
телей проявляются слабо, поскольку при измене-
нии угла прихода облучающей волны отражение 
происходит практически в строго обратном на-
правлении [9; 10].

Электромагнитное поле, рассеиваемое объек-
тами с множеством доминирующих центров вто-
ричного излучения [9], распределено в более узком 
секторе углов по сравнению с шириной диаграмм 
рассеяния отдельных отражателей и характеризу-
ется более слабой зависимостью от электрических 
размеров. Поэтому при формировании малоотра-
жающей поверхности из состава объекта необхо-
димо исключить многоэлементные конструкции 
(в частности, антенные решетки с резонансно 
рассеивающими излучателями) и скейлинговые 
структуры с масштабно-инвариантными размера-
ми компонентов [11].

За счет нанесения на рассеивающие поверхно-
сти радиопоглощающих материалов и покрытий 
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в виде плоскослоистых композитных сред [10] и 
киральных структур (метаматериалов) с простран-
ственной анизотропией отражательных свойств 
ЭПР объектов уменьшаются на 10…20 дБ [12], что, 
согласно (7)–(9), приводит к сокращению дальности 
их обнаружения в 1,8…3,2 раза. При использовании 
частотно-поляризационных селективных отража-
тельных экранов величина 0a  в (6) может быть 
уменьшена на 4,5...6 дБ, обеспечивая сокращение 
дальности обнаружения цели в 1,3….1,4 раза. При-
менение отражательных динамических и адап-
тивных решеток с управляющими элементами на 
базе мощных p-i-n-диодов и сегнетокерамических 
конденсаторов [10; 13] обеспечивает снижения 
уровня вторичного излучения на 10...15 дБ и, как  
следствие, уменьшение дальности обнаружения 
объектов в 1,8…2,4 раза.

Расстояние до радиолокационной цели значи-
тельно возрастает за счет повышения парциальных 
КНД антенных систем, которое может быть до-
стигнуто вследствие увеличения их электрических 
размеров. При использовании линейной антенной 
решетки максимальная дальность действия РЛС 
изменяется пропорционально корню квадратному 
из ее эквивалентной длины; дальность действия в 
РЛС с апертурной антенной пропорциональна эк-
вивалентному радиусу раскрыва антенны [4]. При 
фиксированных размерах антенны максимальное 
расстояние до объекта радиолокации возрастает 
по мере увеличения циклической частоты несу-
щей сигнала в степени 0,5 вследствие повышения 
парциальных КНД. При фиксированных значе-

ниях ( ),

0 ,Rq p

RD  , , ,Rq = 0 1 2  , ,p = 1 2  максимальное 
расстояние до цели возрастает пропорциональ-
но уменьшению w 0  в степени 0,5, с уменьшени-
ем циклической частоты несущей зондирующего 
сигнала для сохранения требуемых направлен-
ных свойств необходимо увеличивать габариты 
антенной системы. За счет увеличения размеров 
антенны, обусловливающего повышение ее парци-
альных КНД, дальность действия РЛС сохраняет-
ся неизменной при снижении средней мощности 

излучения пропорционально изменению ( ),

0 ,Rq p

RD  

Rq = , , ,0 1 2  , ,p = 1 2  в степени 2.
При использовании в РЛС и постановщике помех 

антенн с показателями распределения парциальных 
КНД R Hq q= = 0  энергия мешающих излучений воз-
растает по сравнению с альтернативными вариан-
тами построения (при Rq ≠ 0  и )Hq ≠ 0  в 1,33 раза 
вследствие значительных эффективных площадей 
антенны в нижней части полосы рабочих цикли-

ческих частот. В радиоканале с антеннами, для КНД 
которых выполняется условие ,R Hq q+ = 1  уровень 
сигнала возрастает относительно значения, дости-
жимого при применении антенн с показателями 
КНД, удовлетворяющими условиям R Hq q+ = 2  и 

,R Hq q+ = 3  примерно в 2,2 раза за счет однотипных 
линейных зависимостей парциальных КНД и эф-
фективных площадей антенн.

При применении в РЛС и постановщике помех 
антенн, показатели парциальных КНД которых 
удовлетворяют условиям R Hq q+ = 0  и ,R Hq q+ = 4  
период следования импульсов может быть умень-
шен по сравнению со значениями ,RÒ  достижимы-

ми при R Hq q+ = 2  или R Hq q+ = 3  в 1,33 и 1,08 раза 
соответственно.

Для подавления РЛС с антенной, характери-

зуемой парциальным КНД ( ),

0 ,Rq p

RD = 310  Rq =
, , ,= 0 1 2  , ,p = 1 2  и относительной полушириной 

полосы рабочих частот K∆w = 0,5, обеспечива-
ющей дальность действия не более 50 км, в интере-
сах самоприкрытия объекта с парциальной ЭПР, 
удовлетворяющей условию 2

0àa = 1  м2, на дально-
сти RR …= 100 150  км требуется постановщик по-
мех с энергетическим потенциалом до 180 Вт. При 
создании помех из вынесенной точки, удаленной 
от РЛС на расстояние ÍR = 200  км, требуемое со-
кращение RR  до 50 км достигается при энергетиче-
ском потенциале постановщика порядка 4 кВт. При-
крытие объекта с ЭПР, характеризуемой величиной 

2
0àa = 10  м2, мощность маскирующей помехи тре-

буется увеличить примерно в 10 раз.
В результате замены в составе защищаемого 

объекта уголковых отражателей с полукруглыми 
и прямоугольными гранями на отражатели тре-
угольной конструкции, обладающие меньшими 
ЭПР, коэффициенты сокращения дальности дей-
ствия РЛС, уменьшенной за счет постановки ма-
скирующих помех в 2 раза, составят 3 и 6 раз со-
ответственно.

Заключение
С использованием спектральных энергетических 

уравнений передачи-приема волновых процессов 
в радиоканале с рассеянием на объекте и прямом 
радио канале проведен анализ энергетических со-
отношений информационных сигналов и активных 
маскирующих помех на входах приемников РЛС. 
Энергия информационных сигналов и помех, посту-
пающих на вход приемника, определяется величиной 
произведения спектральной плотности мощности 
излучения и парциального момента передачи-при-
ема, усредненного в диапазоне циклических частот.  
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Уровень сигнала на входе приемника достигает наи-
большего значения при изменении парциального 
момента передачи-приема сигналов в радиоканале 
по линейному закону. Энергия информационных 
сигналов возрастает пропорционально коэффици-
ентам, зависящим от относительной полуширины 
их спектров, и убывает с ростом центральной ци-
клической частоты во второй степени. С увеличени-
ем частоты повторения импульсов при предельно 
допустимой средней плотности мощности излу-
чения, ограниченной требованиями к скрытности 
РЛС, пропорционально снижается плотность энер-
гии зондирующих сигналов.

Исследованы закономерности повышения защи-
щенности ЛА от РЛС при совместном применении 
средств снижения радиолокационной заметности и 

маскировки преднамеренными помехами комплек-
сов индивидуальной и индивидуально-взаимной за-
щиты. Показано, что скрытность радиолокационных 
целей снижается по мере увеличения габаритов ан-
тенн РЛС вследствие повышения парциальных КНД 
и возрастает при увеличении размеров антенных 
систем постановщиков маскирующих помех за счет 
возрастания их эффективных площадей. 

При совместном применении средств сниже-
ния заметности и постановщиков активных помех 
коэффициент уменьшения дальности действия 
РЛС определяется произведением коэффициен-
та, характеризующего возможности автономной 
маскировки информационных сигналов, и коэф-
фициента, достижимого за счет уменьшения ЭПР 
защищаемого объекта, во второй степени [3].
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Abstract – Using spectral energy equations of transmission-reception of wave processes in radio channel with scattering 
on object and direct radio channel, analysis of energy ratios of information signals and active masking interference at inputs 
of receivers of remote monitoring systems is carried out. Measures to reduce visibility are aimed at changing the reflective 
signatures of objects in the interests of reducing the de-masking features contained in secondary electromagnetic radiation to 
limits that exclude the performance of radar monitoring tasks at established distances and time intervals. Active interference is 
designed to mask information signals in receiving channels of radar at power that does not allow detecting their designers by 
passive radar. In case of joint application of not iceability reducing devices and active jammers, radar range reducing coefficient 
is determined by product of coefficient characterizing possibility of autonomous masking of information signals and coefficient 
achievable due to reduction of secondary electromagnetic radiation power in the second degree. The laws of increase of aircraft 
stealth from radar observation with joint application of technologies of reduction of radar visibility and masking by intentional 
interference created from sides of protected objects and from assigned points have been investigated. In order to maintain the 
desired signal-to-noise ratio at the output of the receiver with a decrease in the duration of the probing signal, it is necessary to 
proportionally increase the density of the emitted energy. With given antenna sizes, the maximum signal transmission range is 
proportional to the root square of their cyclic carrier frequency; increase of this parameter leads to increase of partial coefficient 
of directional action and effective area of antenna. With a decrease in the cyclic frequency of the carrier of the probing signal, 
in order to maintain the required directional properties of the antennas, it is necessary to increase their dimensions.

Keywords – radar visibility; anti-radar masking; energy equation of radio channel.
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Алгоритмические решения в задаче оценки  
информационного воздействия на электорат 

при проведении выборных кампаний
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Аннотация – В статье для решения задачи оценки информационного воздействия на электорат при проведении 
выборных кампаний сформированы алгоритмические решения, включающие математическую модель, численную схему 
и алгоритмические реализации. Указанная оценка сводится к определению мгновенных значений числа избирателей, 
отдающих предпочтение кандидату (партии) при учете: положительного или отрицательного стохастического характера 
воздействия средств масс-медиа; межличностного взаимодействия; двухшагового усвоения информации; наличия 
многообразия средств масс-медиа, социальных групп и списка кандидатов. Математическая модель базируется на 
обобщенной модели информационного противоборства в структурированном социуме и при введении стохастических 
компонент в интенсивностях агитации сводится к решению уравнения Фоккера – Планка – Колмогорова. Для его 
исследования в постановке метода Галеркина предложена численная схема и определен порядок ее сходимости. 
В отношении основных процедур численной схемы уточнены особенности алгоритмической реализации.

Ключевые слова – оценка информационного воздействия; избирательная кампания; алгоритмические решения; 
уравнение Фоккера – Планка – Колмогорова; Гауссовы базисные функции; оценка сходимости; триангуляция многомерного 
многогранника; численное интегрирование по многомерному симплексу.

Введение
На сегодняшний день избирательные проце-

дуры – неотъемлемая часть демократических 
государств. Несмотря на существенные разли-
чия исторических путей становления и развития 
электоральных институтов в различных странах, 
в настоящий момент содержание избирательных 
кампаний неизменно базируется на понятиях 
профессионализма и эффективного менеджмен-
та. Основу для реализации указанных принципов 
составляет качественное информационно-ана-
литическое сопровождение выборных кампаний, 
необходимое как конкурирующим кандидатам, 
так и организаторам выборов. При этом обеспече-
ние подобного сопровождения с учетом текущего 
уровня развития систем коммуникации, вычис-
лительной техники и методов математического 
моделирования [1] невозможно без применения 
эффективных алгоритмических решений, позво-
ляющих формировать точную оценку информа-
ционного воздействия. Основные особенности, 
которые необходимо принять во внимание при 
разработке алгоритмических решений в указан-
ной предметной области, связаны с учетом: 1) воз-
действия средств масс-медиа на избирателей и 
межличностного взаимодействия; 2) положитель-
ного и отрицательного влияния на общественное 

мнение средствами масс-медиа; 3)  двухшагового 
усвоения информации [5]; 4)  наличия многообра-
зия средств масс-медиа, социальных групп и спи-
ска кандидатов (партий); 5) cтохастического харак-
тера воздействия средств масс-медиа.

Принимая во внимание основные результаты 
работ [2–6] по математическому моделированию 
информационного влияния, управления и проти-
воборства в социуме и выделенные особенности, 
цель настоящей статьи состоит в разработке алго-
ритмических решений в задаче оценки информа-
ционного воздействия на электорат при проведе-
нии выборных кампаний.

1. Математическая модель оценки 
информационного воздействия 
на электорат при проведении 

выборных кампаний
В соответствии с [6] электорат представим 

группой взаимодействующих индивидов числен-
ностью ,N0  составленной из M  подгрупп. Обо-
значим mN  ( ),m M= 1  число индивидов в m-й 

подгруппе при ,mN N< 0  mN ≥ 1  и .
M

m
m

N N

=

=∑ 0
1

 

Предпочтения у индивидов формируются в от-
ношении K  кандидатов с учетом распространя-
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емой информации через L  внешних источников 
(средства масс-медиа) и за счет межличностной 
коммуникации. Внешний l-й ( ) ,l L= 1  источник 
в момент времени ,t T ∈  00  пропагандирует k-го 
кандидата с интенсивностями ( )kl ta  и ( ) ,kl tγ  
формируя положительное и отрицательное отно-
шение соответственно. Разнородность влияния на 
m-ю подгруппу индивидов l-го внешнего источни-
ка характеризуется коэффициентом восприятия 

, .ml  χ ∈  0 1
Следуя [6], общую группу индивидов разделим 

на три класса: 1)  неохваченные; 2)  предадепты; 
3) адепты. У неохваченных индивидов отсутствуют 
предпочтения в отношении какого-либо кандидата.

Предадептами mk  назовем индивидов m-й 
подгруппы, отдающих предпочтение k-му канди-
дату, но не распространяющих о нем информа-
ции при межличностной коммуникации. Число 
предадептов mk  в момент времени t  обозначим 

( ) , .mk my t N ∈  0
Адептами mk  назовем индивидов m-й подгруп-

пы, отдающих предпочтение k-му кандидату и рас-
пространяющих положительную информацию в 
его отношении среди индивидов m′ -й ( ),m M′ = 1  
подгруппы путем межличностной коммуникации 
с интенсивностью .mm′β ≥ 0  Число адептов mk  в 
момент времени t  обозначим ( ) , .mk mx t N ∈  0  
Уточним, что адепт mk  в отношении k′ -го канди-
дата { }( ), ,k k K′∈ 1  не распространяет отрицатель-
ной информации.

Переход неохваченных индивидов в адепты 
осуществляется за два шага [6]. Под воздействием 
положительной информации из внешних источ-
ников и за счет межличностной коммуникации 
первоначально индивид m-й подгруппы стано-
вится предадептом ,mk  а затем – адептом .mk   
Под воздействием негативной информации из 
внешних источников в отношении k-го кандида-
та происходит обратный переход. Уточним, что 
адептом кандидата может стать только предадепт 
соответствующего кандидата, а неохваченным ин-
дивидом – предадепт.

Для введенных представлений задача оценки 
сводится к выбору k′ -го кандидата, способного по 
итогам выборной кампании набрать наибольшее 
число голосов

,

ˆargmax ,k
k K

k N
 ∈ 

′ =
1

где ( ) ( )ˆ ˆ ˆ .
M

k mk mk
m

N x T y T

=

 = + ∑ 0 0
1

Ее решение требует максимально правдоподобно-

го определения числа адептов ( )ˆ
mkx t  и предадеп-

тов ( )ˆ .mky t

Для заданного содержательного представления 
математическую модель сформируем, принимая 
во внимание основные предположения о скорости 
изменения ( ) ,mkx t  ( )mky t  [6] и допущения.

1. Значения ,mlχ  mm′β  не зависят от t  и опреде-
ляются экспертным оцениванием.

2.  Переменные ( ) ,mkx t  ( )mky t  составляют не-
прерывный векторный марковский процесс.

3.  Интенсивности ( ) ,kl ta  ( )kl tγ  складыва-
ются из соответствующих истинных значений 

( ) ,kl t≤ a00  ( )kl tγ < ∞0  и ошибок наблюдения ( ) ,kl ta  
( ) ,kl tγ  являющихся белым шумом с соответству-

ющими характеристиками: kl a =  ;kl γ =  0  

cov kl a =  ( )cov ;kl t γ = δ − τ   cov kld a =  ;kl
a e  

2
 

cov kld γ =  .
kl
γ e  

2
 

Для заданных представлений решение задачи 
оценки ( )ˆ

mkx t  и ( )ˆmky t  выполним усреднением:

( ) ( )ˆ , ,Z t Zp Z t dZ

Ω

= ∫
   

 (1)

где

( ) ( ) ( ), ..., ;
M

i d
Z Z z z = =  

 
1  

( ) ( ) ( ), , ..., , ;
mm

m m mK mKk
K

z z x y x y
 = = 
  1 1

2



( ) ( )...
M dΩ = e × ×e ⊂1   – d-мерный выпуклый 

многогранник ( );d MK= 2  ( )m Ke ⊂ 2  – симплекс 

с K +2 1  вершинами ( )m
P =1 ( ), , ..., ,0 0 0  ( )m

P =2

( ), , ..., ,mN= 0 0  …, ( )m

KP + =2 1 ( ), , ..., ;mN0 0  ( ),p Z t


 – 
функция плотности распределения вероятности, 
удовлетворяющая уравнению Фоккера – Планка – 
Колмогорова (ФПК):

( ) ( ), , ,dp Z t dt p Z t =  L
 

 (2)

где

( ) ( )d d d
ll

l
l l ll l l

D p
p A p

Z Z Z

′

′′= = =

∂∂
  = − +  ∂ ∂ ∂∑ ∑∑L

2

1 1 1

1
2

– диффузионный оператор; ( )ll d d
D ′ ×

=D  и 
( )l d

A A=


 – тензор диффузии и вектор сноса соот-
ветственно, компоненты которых формируются из 
следующих представлений:

1) для вектора сноса:

( ) ( ) ( ), ..., ;
M

l d
A A a a = =  

 
1  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , ..., , ;

mm
mK mKm mi

K

a a f f f f
   = =   
   

1 2 1 2
1 1

2



( ) ( ) ( )

( )

, ,

;

mk mk mkmk

M

mk m k mm
m

K

m mk mk mk
k

f t x y

x

N x y y

′ ′
′=

′ ′
′=

= − Γ +

 
 + Α + β ×
  
 
 × − + −
  

∑

∑

X Y
2 0

0

1

1

( ) ( ), , ;
M

mk mk m k mm mk mkmk
m

f t y x x′ ′
′=

 
 = Α + β − Γ
  

∑X Y
1 0 0

1

;
L

mk ml kl
l=

Γ = χ γ∑0 0

1
    ;

L

mk ml kl
l=

Α = χ a∑0 0

1

( ) ;mk M K
x

×
=X     ( ) ;mk M K

y
×

=Y

2) для тензора диффузии:

T ;=D ΣΣ     ( )
( ) ( )

( ) ( )

...

... ... ... ;

...

M

ll d d
M MM

′ ×

 
 
 = Σ =
 
 
 

11 1

1

σ σ
Σ

σ σ

( ) ( )mmmm
ii

K

′′
′

 = σ 
 2

σ  при ,m M′ = 1  и / :k i =  2

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

,  

if mod ;

,  

if mod ;

,  

if mod ;

,  

if mod

L

mk ml kl
l

L

mk ml kl
l

L

mm mk mk ml kl
ii l

K

m mk mk mk
k

L

ml kl
l

x

m m i i i

y

m m i i i

x y

m m i i i

N x y y

m m i i

γ

=

a

=

γ
′

′ =

′ ′
′=

a

=

− χ e

′ ′= ∧ ≠ ∧ =

χ e

′ ′= ∧ = ∧ =

− χ e
σ =

′ ′= ∧ ≠ ∧ − =

 
 − + − ×
  

× χ e

′ ′= ∧ = ∧ − =

∑

∑

∑

∑

∑

2

1

2

1

2

1

1

2

1

2 0

2 0

2 0 1

2 0 1 ;

,  otherwise.

i





























0

Решение дифференциального уравнения (2) при 
заданном начальном условии ( ),p Z 0


 и требований 

( ), ,p Z t ≥ 0


 ( ),p Z t dZ

Ω

=∫ 1
 

 для ( ),Z t ∈


,T Ω×  00   

предлагается выполнять численно в соответствии 
со следующей схемой.

2. Численная оценка информационного 
воздействия на электорат 

при проведении выборных кампаний

Зададим разбиение ( )U
u

u=

Ω = w
1
  набором из U  

симплексов

( ) ( ) ( ) ( )

( )

:

, ,  

d d
u u uu

l l l
l l

u d
l

P

l d

+ +

= =

   w = ζ ζ = ∧    
 ∧ ∀ = + ζ ≥ ⊂ 

 

∑ ∑
1 1

1 1
1

1 1 0 

( ),u U= 1  с d +1  вершинами ( )
,

u
P1  ( )

,
u

P2  …, ( )u
d
P +1  и 

барицентрическими координатами ( ) ( )
, ...,

u u

d+ζ ζ1 1  

при ( ) ( )u u′w ∩w = ∅  ( ;u u′≠  { }), , .u u U= 1  

Обозначим ,
Ω

⋅ ⋅  скалярное произведение

( ) ( )Ω
Ω

η φ = η φ∫
  

, Z Z dZ  (3)

для некоторых функций η  и .φ
Зададим аппроксимацию ( ), :p Z t



( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
d
r

U
u u

j j
u j

p Z t c t Z

= ∈

= ψ∑ ∑
1

 



 (4)

подстановка которой в (2) в проекционном пред-
ставлении метода Галеркина сведет исходную к 
системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений:

( ) ( ) ( ) ;dC t dt t C t−= S Q1 
    ( ) ,C W−= S 10
 

 (5)
где

( )
, ;

d
r

u

j
U

W p
Ω

 
= ψ 
 

0




( ), ;p p Z≡0 0


    ( )
d
r

u

j
U

C c
 =  
 





– вектор искомых коэффициентов разложения, за-
висящих от t;

( ) ( )
, ;

d d
r r

u u

j j
U UΩ

′
′

×

  = ψ ψ     
Q L

 

( ) ( )
, ;

d d
r r

u u

j j
U U

′
Ω

′

×

 
= ψ ψ 
 

S
 



75
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2021. Т. 24, № 4. С. 72–80
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2021, vol. 24, no. 4, pp. 72–80

d
r  – множество мультииндексов , d

rj j′∈ ฀ [8]:

( )

;

, ..., , ..., :  ,  

,

d
r l d l

l
l d

j j j j j

j r

+ +

 ∈ + 

= = ∈


= 


∑

1 1

1 1



 (6)

где r∈  – порядок аппроксимации на ( ) ;uw  

{ };+ = ∪ 0   ( )u
jψ  – базисная функция частичной 

подобласти ( ) ,
uw ∈Ω  которую зададим произведе-

нием:

( ) ( )
l

d
u

jj
l

r
+

=

ψ = p + ϕ∏
1

1

2 1  (7)

Гауссовых базисных функций [9]:

( ) ( )
.l l

l

j r d

j e
   − + − ζ + +   ϕ =

2
2 1 2 1 2 1

 (8)

Решение (5) определяется в виде

( ) ( )exp ,

t

C t d W− −
 
 = τ τ
 
 
∫S Q S1 1

0

 
 (9)

где exp  ⋅   – матричная экспонента.
Сходимость решения (9) задачи (2) в проекци-

онном представлении (5) с учетом известной, на-
пример из [10, с. 80], теоремы Л.В.  Канторовича 
составляет последовательное исследование задач 
приближения непрерывной функции на ,  0 1  и 
( )uw  Гауссовыми базисными функциями вида (7), (8). 
Лемма 1. Пусть ( )η ζ  – непрерывно дифференци-

руемая на ,  0 1  функция, а ( )η ζ = ( )
r

j j
j

c

=

ϕ ζ∑
0

 – ее 

наилучшее среднеквадратичное приближение с коэф-
фициентами разложения jc . Тогда справедлива оценка

, ,
,r M r

      
η−η ≤ η +10 1 0 1

1  (10)

где M1  – не зависящая от r  положительная посто-
янная.

В формулировке леммы 1 для , , ζ∈ 0 1  r∈  
приняты следующие обозначения:

( ) ( ) ( )j r

j r e
 − + − ζ + ϕ ζ = p +

2
2 1 2 1 2

2 1

( ), ;j r= 0

, ,
,

      
η = η η

0 1 0 1
 при ( ) ( )

,
, .d

  
η φ = ζ ζ ζη φ∫

1

0 1
0

Лемма 2. Пусть ( )η ζ


 – непрерывно дифферен-
цируемая на w  функция, а ( )η ζ =


 ( )

K
r

j j

j

c

∈

ψ ζ∑



 –  

ее наилучшее среднеквадратичное приближение с 
коэффициентами разложения .jc  Тогда справедлива 
оценка

,r M r
w w

η−η ≤ η +2 1  (11)

где M2  – не зависящая от r  положительная посто-
янная.

В формулировке леммы 2 для

( )

:

, ,  ,

K K

k k k
k k

K
k

P

k K

+ +

= =

   w = ζ ζ = ∧    
∧ ∀ = + ζ ≥ ⊂


∑ ∑
1 1

1 1
1

1 1 0 

,r∈  K
rj∈  приняты обозначения:

( ) ( )
( ) ( )

;
k k

j

K
j r K

k

r

e
+    − + − ζ + +  

=

ψ ζ = p + ×

×∏
21 2 1 2 1 2 1

1

2 1


,
w w

η = η η  для

( ) ( )..., ...

K

i
k

K dd d

−

=
− ζ

−ζ

w

∑

η φ = η ζ ζ ζφ ζ ζ∫ ∫∫

1

11
1

1

2 1
0 0

1

0

 

при .
K

K k
k

+
=

ζ = − ζ∑1
1

1

Из результатов лемм 1, 2 получено следующее 
утверждение.

Теорема 1. Пусть

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
= ∈

= ψ∑ ∑
 

 , ,
d
r

U
u u

j j
u j

p Z t c t Z

1 

тогда метод Галеркина для уравнения (2) сходится и 
справедлива оценка

( ),p p M p r
Ω Ω

− ≤ υ +3 1  (12)

где M3  – не зависящая от r  положительная посто-
янная, υ  – максимальный линейный размер симплек-

сов ( ) .uw

3. Алгоритмическая реализация 
решений в задаче оценки 

информационного воздействия 
на электорат при проведении 

выборных кампаний
Основу алгоритмической реализации сформи-

рованной численной схемы составляют:
1)  построение d-мерного выпуклого много-

гранника Ω  при формировании множеств его 
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l-мерных граней (вершин V, ребер E, граней ,B0  
ячеек B1  и пр.);

2) разбиение ( )U
u

u=

Ω = w
1
  на симплексы ( ) ;uw

3)  правила вычисления элементов вектора ,W


 

матриц ,Q  S  и усреднения ( )ˆ
Z t =
 ( ), ,Zp Z t dZ

Ω
∫
  

 

уточняемые реализацией процедуры численного 
интегрирования по .Ω

Известно из [11], что количественная характе-
ристика l-мерных граней ( ),l d= −0 1  Ω  опреде-
ляется f- и h-векторами, соотнесенными с F- и 
H-полиномами. Исходя из правила построения 

( ) ...Ω = e × ×1 ( )M de ⊂   2K-мерными симплекса-

ми ( ) ,me  справедливо представление F-полинома 
( )me  в виде

( ) , ,
  

K
m k

k

K
F

k=

 +   e τ = τ     + 
∑
2

0

2 1

1

а H -полинома:

( ) ( ), , .
K

m m k

k

H F

=

   e τ = e τ − = τ   
    ∑

2

0
1

Тогда H -полином ,Ω  с учетом обобщения бинома 
Ньютона при введении мультимодальных коэф-
фициентов, задается соотношением

( )

( )

,

, , ...,

.

k

K
M

M
K

k

k

K
q

K kq

d
l

l
l

H

M

q q q

h

+

=

+ =∈

=

 
 Ω τ = τ =
 
 

  
 = τ =     

= Ω τ

∑

∑ ∏

∑

1

2

2

0

2

1 2 2 1 0

0


 (13)

Здесь K
M
2  – множество мультииндексов q, задан-

ное по аналогии с (5) (быстрый алгоритм форми-
рования d

r  приведен в [12]); ( )lh Ω  – элементы 

h-вектора, определяемые суммами мультимодаль-
ных коэффициентов из (13) по правилу:

( ) ,
, , ...,

K
M

q

l
K

q
s l

M
h

q q q +∈
=

 
Ω =   

 
∑

2 1 2 2 1
 (14)

где ( )
;

.

k

q k
k K
q

s k q

+

+
 ∈ 
≠

= +∑
1

1
1 2

0

1

Элементы ( )lf Ω  f-вектора вычисляются из (14) 
выражением [11]

( ) ( ).
d

l l
l l

l
f h

l
′=

′ 
Ω = Ω  

 
∑

С учетом заданных количественных характе-
ристик Ω  выполняется формирование множеств 
его l-мерных граней. При этом изначально зада-
ется множество вершин V  с числом элементов 

( )f VΩ = =0 ( )MK +2 1  – алгоритм VERTPOLY 
(рис. 1).

Основу работы алгоритма составляют функции 
определения множества исходных точек PLACE-
POINT (рис. 2) и задания нового размещения с по-
вторением NEXTPLACEMENT (рис. 3) [13].

Затем определяется множество ребер E V V⊂ ×  
с числом элементов ( )f EΩ = =1 ( ) ,

M
K KM+2 1  со-

ставляемых комбинацией пар неповторяющихся 
вершин V  – алгоритм EDGEPOLY (рис. 4).

Множество граней B0  с числом элементов 

( )f BΩ = 0
2  формируется по заданным V  и E  

при представлении Ω  в виде неориентированного 

Рис. 1. Псевдокод алгоритма формирования V
Fig. 1. Pseudocode of the V formation algorithm

Рис. 2. Псевдокод функции PLACEPOINT
Fig. 2. Pseudocode of the PLACEPOINT function

Рис. 3. Псевдокод функции NEXTPLACEMENT
Fig. 3. Pseudocode of the NEXTPLACEMENT function
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графа ( ), ,G V E V E=  и последовательном поиске 
в G  всех циклов без хорд длиной ;L  =  3 4 . Поли-
номиальный алгоритм поиска циклов базируется 
на алгоритмах построения остового дерева (алго-
ритм Прима [13] – MST) и рекурсивного поиска в 
глубину [13] – DFSCYCLE. Алгоритм поиска ци-
клов SEARCHCYCLES для G  длиной L  приведен 
на рис. 5.

В алгоритме поиска циклов используются до-
полнительные функции построения матрицы 
Кирхгофа KIRHGOFMATRIX для G  и задания но-

вого сочетания без повторения NEXTCOMBINA-

TION (рис. 6).
Множество ячеек B1  с числом элементов ( )f Ω =3  

B= 1  формируется по .B0  Каждая грань представ-

ляется бинарным числом разрядностью, равной 
мощности множества E. Разрядом числа кодирует 
содержание соответствующего номера ребра из E: 
значение 1 характеризует наличие данного эле-
мента в грани, значение 0 – отсутствие. Затем вы-

деляются ячейки при определении сочетаний 4, 5 
и 6 граней из общего числа:

Рис. 4. Псевдокод алгоритма формирования E
Fig. 4. Pseudocode of the E generation algorithm

Рис. 5. Псевдокод алгоритма поиска циклов для G длиной L
Fig. 5. Pseudocode of the loop search algorithm for G of length L
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1) 4 граней, составленных только из 3 ребер;
2)  5 граней, где четыре составлены из 3  ребер, 

а одна – из 5;
3) 5 граней: две составлены из 3 ребер, а три – из 5;
4) 6 граней, составленных только из 4 ребер.
Критерий в определении ячейки состоит в том, 

что сумма по модулю два всех двоичных чисел со-
ставляющих граней равна нулю.

Дальнейшая процедура формирования l-мерных 
граней выполняется по индукции.

Для Ω  симплексы ( )uw  задаются при постро-
ении барицентрической триангуляции, которая 
реализуется индукцией по размерности триангу-
ляцией l-мерных граней [11].

С учетом разбиения ( )U
u

u=

Ω = w
1
  интеграл 

( )I Z dZ

Ω

= η∫
 

 по Ω  от некоторой функции η  за-

меняется суммой I = ( )
( )u

U

u

Z dZ

= w

η∑ ∫
1

 
 по ( )uw  и сво-

дится к реализации процедуры численного инте-
грирования:
( ) ( )

( )
( ) ,

du
I

u
j j

j

I Z dZ

∈w

= η = η ξ κ∑∫
 


 (15)

где I∈  – порядок численного интегрирования; 
узловые точки jξ


 и весовые коэффициенты ,jκ  

вычисляемые по правилам кубатурных формул 
для симплексов. Для мастер-элемента w  единич-
ной размерности значения jξ ∈w


 и jκ  определя-

ются по правилам:

( )T... ;
d

j j j
X Xξ =

1

0 0
    ,B−κ = O 1   (16)

где

l kl

d

j jj
k

X X X

=

= ∑0

1
    ( ), ;l d= 1

iX  ( ),i I= 1  – корни многочлена Лежандра первого 
рода порядка I  [14]; ( ) d

I
jB b=




 при

( ) ( ) !
k

d

j j
k

b X I I d

=

= Γ + + −∏ 0

1

1 1

и обозначении гамма-функции ( ) ;Γ 

( ) d d
I I

jjO ′ ×
=O

 
 при ( ) .

k

k

d j

jj j
k

O X′ ′
=

=∏ 0

1

Заключение
Таким образом, в настоящей статье в развитие 

моделей [2–6] информационного влияния, управ-
ления и противоборства в социуме при форма-
лизации содержательной постановки задачи, 
выделении системы ограничений и допущений, 
разработке математической модели, численной 
схемы и алгоритмических реализаций сформиро-
вано алгоритмическое решение в задаче оценки 
информационного воздействия на электорат при 
проведении выборных кампаний. Математиче-
ская модель базируется на обобщенной модели 
информационного противоборства в структури-
рованном социуме [2–5]. При разделении общества 
численностью N0  на M  подгрупп и введении сто-
хастических компонент данная модель сводится к 
стохастическому дифференциальному уравнению, 
которое при понимании в смысле Ито [7] приво-
дит к необходимости решения уравнения ФПК (2) 
для определения эволюции функции плотности 
вероятности ( ), .p Z t


 Решение (2) предложено вы-

полнять численно в проекционной постановке ме-
тода Галеркина при задании кусочно-полиноми-
альной аппроксимации (4), требующей разбиения 

области анализа Ω  на симплексы ( ) .uw  Для сфор-

мированной численной схемы определена оценка 
сходимости (12) и уточнены особенности алгорит-
мической реализации, сводящиеся к построению 

,Ω  его разбиению ( )U
u

u=

Ω = w
1
  и уточнению реали-

зации процедур численного интегрирования по .Ω

Рис. 6. Псевдокод функции NEXTCOMBINATION
Fig. 6. Pseudocode of the NEXTCOMBINATION function
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Abstract – In the article, to solve the problem of assessing the information impact on the electorate during election campaigns, 
algorithmic solutions, including a mathematical model, a numerical scheme and algorithmic implementations, are formed. This 
assessment is reduced to determining the instantaneous values of the number of voters who prefer a candidate (party), taking into 
account: the positive or negative stochastic nature of the impact of mass media; interpersonal interaction; two-step assimilation 
of information; the presence of a variety of mass media, social groups and a list of candidates. The mathematical model is based 
on a generalized model of information confrontation in a structured society and, with the introduction of stochastic components 
in the intensity of agitation, it is reduced to solving the Fokker–Planck–Kolmogorov equation. For its study in the formulation 
of the Galerkin method, a numerical scheme is proposed and the order of its convergence is determined. In relation to the basic 
procedures of the numerical scheme, the features of the algorithmic implementation are clarified.

Keywords – information impact assessment; election campaign; algorithmic solutions; Fokker–Planck–Kolmogorov equation; 
Gaussian basis functions; convergence estimation; triangulation of a multidimensional polyhedron; numerical integration over 
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ветствовать действующим ГОСТам;
– нумерация формул проставляется в круглых скобках, ссылки на использованные источники – 

в квадратных, сноски отмечаются звездочками.

Рукописи, в которых не соблюдены данные правила, возвращаются авторам без рассмотрения.
Редакция не ставит в известность авторов об изменениях и сокращениях рукописи, имеющих 

редакционный характер и не затрагивающих принципиальных вопросов.


